
一、数形结合思想 
 
数形结合思想介绍：数形结合思想在高考中占有非常重要的地位，其“数”与“形”结合，

相互渗透，把代数式的精确刻划与几何图形的直观描述相结合，使代数问题、几何问题相互

转化，使抽象思维和形象思维有机结合.应用数形结合思想，就是充分考查数学问题的条件

和结论之间的内在联系，既分析其代数意义又揭示其几何意义，将数量关系和空间形式巧妙

结合，来寻找解题思路，使问题得到解决.运用这一数学思想，要熟练掌握一些概念和运算

的几何意义及常见曲线的代数特征. 
 
例题 1：设 A={x｜–2≤x≤a}，B={y｜y=2x+3，且 x∈A}，C={z｜z=x2，且 x∈A }，若 C B，
求实数 a 的取值范围. 
命题意图：本题借助数形结合，考查有关集合关系运算的题目.属★★★★级题目. 
知识依托：解决本题的关键是依靠一元二次函数在区间上的值域求法确定集合 C.进而将 C 
B 用不等式这一数学语言加以转化. 
错解分析：考生在确定 z=x2，x∈［–2,a］的值域是易出错，不能分类而论.巧妙观察图象将

是上策.不能漏掉 a＜–2 这一种特殊情形. 
技巧与方法：解决集合问题首先看清元素究竟是什么，然后再把集合语言“翻译”为一般的

数学语言，进而分析条件与结论特点，再将其转化为图形语言，利用数形结合的思想来解决. 
解：∵y=2x+3 在［–2, a］上是增函数 
∴–1≤y≤2a+3，即 B={y｜–1≤y≤2a+3} 
作出 z=x2 的图象，该函数定义域右端点 x=a 有三种不同的位置情况如下： 

 
①当–2≤a≤0 时，a2≤z≤4 即 C={z｜z2≤z≤4} 

要使 C B,必须且只须 2a+3≥4 得 a≥ 与–2≤a＜0 矛盾. 
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②当 0≤a≤2 时，0≤z≤4 即 C={z｜0≤z≤4}，要使 C B，由图可知： 

必须且只需  
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解得 ≤a≤2 
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③当 a＞2 时，0≤z≤a2，即 C={z｜0≤z≤a2}，要使 C B 必须且只需 

解得 2＜a≤3 
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④当 a＜–2 时，A= 此时 B=C= ，则 C B 成立.   

综上所述，a 的取值范围是(–∞,–2)∪［ ,3］. 
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例题 2：已知 acosα+bsinα=c, acosβ+bsinβ=c(ab≠0,α–β≠kπ, k∈Z)求证： 
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命题意图：本题主要考查数学代数式几何意义的转换能力.属★★★★★级题目. 
知识依托：解决此题的关键在于由条件式的结构联想到直线方程.进而由 A、B 两点坐标特点

知其在单位圆上. 
错解分析：考生不易联想到条件式的几何意义，是为瓶颈之一.如何巧妙利用其几何意义是

为瓶颈之二. 
技巧与方法：善于发现条件的几何意义，还要根据图形的性质分析清楚结论的几 
何意义，这样才能巧用数形结合方法完成解题. 
证明:在平面直角坐标系中，点 A（cosα,sinα）与点 B（cosβ, 
sinβ）是直线 l:ax+by=c 与单位圆 x2+y2=1 的两个交点如图. 
从而：｜AB｜2=(cosα–cosβ)2+(sinα–sinβ)2 
=2–2cos(α–β) 

又∵单位圆的圆心到直线 l 的距离  
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由平面几何知识知｜OA｜2–( ｜AB｜)2=d2 即 
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归纳与总结：应用数形结合的思想，应注意以下数与形的转化： 
（1）集合的运算及韦恩图 
（2）函数及其图象 
（3）数列通项及求和公式的函数特征及函数图象 
（4）方程（多指二元方程）及方程的曲线 
以形助数常用的有：借助数轴；借助函数图象；借助单位圆；借助数式的结构特征；借助于

解析几何方法. 
以数助形常用的有：借助于几何轨迹所遵循的数量关系；借助于运算结果与几何定理的结合. 
 
 
二、分类讨论思想 
 
分类讨论思想介绍：分类讨论思想就是根据所研究对象的性质差异，分各种不同的情况予以

分析解决.分类讨论题覆盖知识点较多，利于考查学生的知识面、分类思想和技巧；同时方

式多样，具有较高的逻辑性及很强的综合性，树立分类讨论思想，应注重理解和掌握分类的

原则、方法与技巧、做到“确定对象的全体，明确分类的标准，分层别类不重复、不遗漏的



分析讨论.” 
 

例题 1：已知{an}是首项为 2，公比为 的等比数列，Sn 为它的前 n 项和. 
2
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（1）用 Sn 表示 Sn+1; 

（2）是否存在自然数 c 和 k，使得 成立. 21 



cS
cS

k

k

命题意图：本题主要考查等比数列、不等式知识以及探索和论证存在性问题的能力，属★★

★★★级题目. 
知识依托：解决本题依据不等式的分析法转化，放缩、解简单的分式不等式；数列的基本性

质. 

错解分析：第 2 问中不等式的等价转化为学生的易错点，不能确定出 . kk ScS  2
2
3

技巧与方法：本题属于探索性题型，是高考试题的热点题型.在探讨第 2 问的解法时，采取

优化结论的策略，并灵活运用分类讨论的思想：即对双参数 k,c 轮流分类讨论，从而获得答

案. 

解：（1）由 Sn=4(1– ），得 
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（2）要使 ，只要  21 
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故只要 Sk–2＜c＜Sk，（k∈N*） 
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因为 Sk+1＞Sk，(k∈N*)         ① 

所以 Sk–2≥ S1–2=1. 
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又 Sk＜4，故要使①成立，c 只能取 2 或 3. 
当 c=2 时，因为 S1=2，所以当 k=1 时，c＜Sk 不成立，从而①不成立. 

当 k≥2 时，因为 ，由 Sk＜Sk+1(k∈N*)得 cS 
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Sk–2＜ Sk+1–2 
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故当 k≥2 时， Sk–2＞c，从而①不成立. 
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当 c=3 时，因为 S1=2，S2=3， 
所以当 k=1，k=2 时，c＜Sk 不成立，从而①不成立 



因为 ，又 Sk–2＜ Sk+1–2 cS 
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所以当 k≥3 时， Sk–2＞c，从而①成立. 
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综上所述，不存在自然数 c,k,使 成立. 21 
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例题 2：给出定点 A（a,0)（a＞0）和直线 l：x=–1，B 是直线 l 上的动点，∠BOA 的角平分

线交 AB 于点 C.求点 C 的轨迹方程，并讨论方程表示的曲线类型与 a 值的关系. 
命题意图：本题考查动点的轨迹，直线与圆锥曲线的基本知识，分类讨论的思想方法.综合

性较强，解法较多，考查推理能力和综合运用解析几何知识解题的能力.属★★★★★级题

目. 
知识依托：求动点轨迹的基本方法步骤.椭圆、双曲线、抛物线标准方程的基本特点. 
错解分析：本题易错点为考生不能巧妙借助题意条件，构建动点坐标应满足的关系式和分类

讨论轨迹方程表示曲线类型. 
技巧与方法：精心思考，发散思维、多途径、多角度的由题设条件出发，探寻动点应满足的

关系式.巧妙地利用角平分线的性质. 
解：依题意，记 B（–1，b)，(b∈R），则直线 OA 和 OB 的方程分别为 y=0 和 y=–bx. 
设点 C(x,y)，则有 0≤x＜a，由 OC 平分∠AOB，知点 C 到 OA、OB 距离相等. 

根据点到直线的距离公式得｜y｜=          ① 
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依题设，点 C 在直线 AB 上，故有 
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由 x–a≠0，得         ② 
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将②式代入①式，得 y2［(1–a)x2–2ax+(1+a)y2］=0 
若 y≠0，则 
(1–a)x2–2ax+(1+a)y2=0(0＜x＜a) 
若 y=0 则 b=0,∠AOB=π，点 C 的坐标为（0，0）满足上式. 
综上，得点 C 的轨迹方程为 

（1–a）x2–2ax+(1+a)y2=0(0＜x＜a  )

(i)当 a=1 时，轨迹方程化为 y2=x(0≤x＜1      ③ )

此时方程③表示抛物线弧段； 
(ii)当 a≠1，轨迹方程化为 
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所以当 0＜a＜1 时，方程④表示椭圆弧段； 



当 a＞1 时，方程④表示双曲线一支的弧段. 
 
归纳与总结：分类讨论思想就是依据一定的标准，对问题分类、求解，要特别注意分类必须

满足互斥、无漏、最简的原则.分类讨论常见的依据是： 
1.由概念内涵分类.如绝对值、直线的斜率、指数对数函数、直线与平面的夹角等定义包含了

分类. 
2.由公式条件分类.如等比数列的前 n 项和公式、极限的计算、圆锥曲线的统一定义中图形的

分类等. 
3.由实际意义分类.如排列、组合、概率中较常见，但不明显、有些应用问题也需分类讨论. 
在学习中也要注意优化策略，有时利用转化策略，如反证法、补集法、变更多元法、数形结

合法等简化甚至避开讨论. 


