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第27讲  解三角形

一．【课标要求】
（1）通过对任意三角形边长和角度关系的探索，掌握正弦定理、余弦定理，并能解决一些简单的三角形度量问题；

（2）能够运用正弦定理、余弦定理等知识和方法解决一些与测量和几何计算有关的实际问题。

二．【命题走向】
对本讲内容的考察主要涉及三角形的边角转化、三角形形状的判断、三角形内三角函数的求值以及三角恒等式的证明问题，立体几何体的空间角以及解析几何中的有关角等问题。今后高考的命题会以正弦定理、余弦定理为知识框架，以三角形为主要依托，结合实际应用问题考察正弦定理、余弦定理及应用。题型一般为选择题、填空题，也可能是中、难度的解答题[image: image315.jpg]Kssu, BBBHISXESR
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三．【要点精讲】
1．直角三角形中各元素间的关系：
如图，在△ABC中，C＝90°，AB＝c，AC＝b，BC＝a。

（1）三边之间的关系：a2＋b2＝c2。（勾股定理）

（2）锐角之间的关系：A＋B＝90°；

（3）边角之间的关系：（锐角三角函数定义）

sinA＝cosB＝
[image: image2.wmf]c
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，cosA＝sinB＝
[image: image3.wmf]c

b

，tanA＝
[image: image4.wmf]b
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。
2．斜三角形中各元素间的关系：

如图6-29，在△ABC中，A、B、C为其内角，a、b、c分别表示A、B、C的对边。

（1）三角形内角和：A＋B＋C＝π。

（2）正弦定理：在一个三角形中，各边和它所对角的正弦的比相等[image: image5.png]
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（R为外接圆半径）

（3）余弦定理：三角形任何一边的平方等于其他两边平方的和减去这两边与它们夹角的余弦的积的两倍[image: image7.png]



a2＝b2＋c2－2bccosA；b2＝c2＋a2－2cacosB；c2＝a2＋b2－2abcosC。

3．三角形的面积公式：

（1）△＝
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（2）△＝
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（4）△＝2R2sinAsinBsinC。（R为外接圆半径）
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（7）△＝r·s。
4．解三角形：由三角形的六个元素（即三条边和三个内角）中的三个元素（其中至少有一个是边）求其他未知元素的问题叫做解三角形．广义地，这里所说的元素还可以包括三角形的高、中线、角平分线以及内切圆半径、外接圆半径、面积等等．解三角形的问题一般可分为下面两种情形：若给出的三角形是直角三角形，则称为解直角三角形；若给出的三角形是斜三角形，则称为解斜三角形[image: image20.png]



解斜三角形的主要依据是：

设△ABC的三边为a、b、c，对应的三个角为A、B、C。

（1）角与角关系：A+B+C = π；

（2）边与边关系：a + b > c，b + c > a，c + a > b，a－b < c，b－c < a，c－a > b；

（3）边与角关系：

正弦定理  
[image: image21.wmf]R
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（R为外接圆半径）；

余弦定理  c2 = a2+b2－2bccosC，b2 = a2+c2－2accosB，a2 = b2+c2－2bccosA；
它们的变形形式有：a = 2R sinA，
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5．三角形中的三角变换
三角形中的三角变换，除了应用上述公式和上述变换方法外，还要注意三角形自身的特点。

（1）角的变换
因为在△ABC中，A+B+C=π，所以sin(A+B)=sinC；cos(A+B)=－cosC；tan(A+B)=－tanC。
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（2）三角形边、角关系定理及面积公式，正弦定理，余弦定理。
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r为三角形内切圆半径，p为周长之半。
（3）在△ABC中，熟记并会证明：∠A，∠B，∠C成等差数列的充分必要条件是∠B=60°；△ABC是正三角形的充分必要条件是∠A，∠B，∠C成等差数列且a，b，c成等比数列。
四．【典例解析】
题型1：正、余弦定理

（2009岳阳一中第四次月考）.已知△[image: image26.wmf]ABC
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答案  C

例1．（1）在
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（2）在
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解析：（1）根据三角形内角和定理，
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（2）根据正弦定理，
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②当
[image: image61.wmf]0

116

»

B

时，

   
[image: image62.wmf]00000

180()180(40116)24

=-+»-+=

CAB

，
[image: image63.wmf]0

0

sin20sin24

13().

sin

sin40

==»

aC

ccm

A


点评：应用正弦定理时（1）应注意已知两边和其中一边的对角解三角形时，可能有两解的情形；（2）对于解三角形中的复杂运算可使用计算器[image: image64.png]



例2．（1）在
[image: image65.wmf]D
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解析：（1）∵
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可以利用余弦定理，也可以利用正弦定理：

解法一：∵cos
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解法二：∵sin
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（2）由余弦定理的推论得：
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点评：应用余弦定理时解法二应注意确定A的取值范围。

题型2：三角形面积

例3．在

中，

，

，

，求
[image: image103.wmf]A

tan

的值和

的面积。

解法一：先解三角方程，求出角A的值。
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    解法二：由
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计算它的对偶关系式
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           ②
    　 ①　+　②　得　　
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    　 ①　－　②　得　　

。
从而　

。

以下解法略去。

点评：本小题主要考查三角恒等变形、三角形面积公式等基本知识，着重数学考查运算能力，是一道三角的基础试题。两种解法比较起来，你认为哪一种解法比较简单呢？
例4．（2009湖南卷文）在锐角[image: image113.wmf]ABC
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答案   2[image: image119.wmf])
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例5．（2009浙江理）（本题满分14分）在[image: image127.wmf]ABC

D

中，角[image: image128.wmf],,
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所对的边分别为[image: image129.wmf],,

abc

，且满足[image: image130.wmf]25

cos

25

A

=

，[image: image131.wmf]3

ABAC

×=

uuuruuur

．  
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例6．（2009全国卷Ⅰ理）在[image: image151.wmf]ABC

D

中，内角A、B、C的对边长分别为[image: image152.wmf]a

、[image: image153.wmf]b
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分析：:此题事实上比较简单,但考生反应不知从何入手.对已知条件(1)[image: image159.wmf]22
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左侧是二次的右侧是一次的,学生总感觉用余弦定理不好处理,而对已知条件(2) [image: image160.wmf]sincos3cossin,
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过多的关注两角和与差的正弦公式,甚至有的学生还想用现在已经不再考的积化和差,导致找不到突破口而失分.

解法一：在[image: image161.wmf]ABC

D

中[image: image162.wmf]sincos3cossin,

ACAC

=

Q

则由正弦定理及余弦定理有:[image: image163.wmf]222222

3,

22

abcbca

ac

abbc

+-+-

=

gg

化简并整理得：[image: image164.wmf]222

2()

acb

-=

.又由已知[image: image165.wmf]22

2

acb

-=

[image: image166.wmf]2

4

bb

\=

.解得[image: image167.wmf]40(

bb

==

或

舍

）

.    [image: image168.jpg]


  [image: image169.jpg]


   
解法二:由余弦定理得: [image: image170.wmf]222
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又[image: image174.wmf]sincos3cossin
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，即[image: image177.wmf]sin4cossin
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由正弦定理得[image: image178.wmf]sinsin
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，故[image: image179.wmf]4cos
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②
由①，②解得[image: image180.wmf]4
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评析:从08年高考考纲中就明确提出要加强对正余弦定理的考查.在备考中应注意总结、提高自己对问题的分析和解决能力及对知识的灵活运用能力.另外提醒：两纲中明确不再考的知识和方法了解就行，不必强化训练[image: image181.png]



题型4：三角形中求值问题

例7．
[image: image182.wmf]ABC

D

的三个内角为
[image: image183.wmf]ABC

、

、

，求当A为何值时，
[image: image184.wmf]cos2cos
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取得最大值，并求出这个最大值。

解析：由A+B+C=π，得 eq \f(B+C,2)= eq \f(π,2) － eq \f(A,2)，所以有cos eq \f(B+C,2) =sin eq \f(A,2)。

cosA+2cos eq \f(B+C,2) =cosA+2sin eq \f(A,2) =1－2sin2 eq \f(A,2) + 2sin eq \f(A,2)=－2(sin eq \f(A,2) －  eq \f(1,2))2+  eq \f(3,2)；

当sin eq \f(A,2) =  eq \f(1,2)，即A= eq \f(π,3) 时, cosA+2cos eq \f(B+C,2)取得最大值为 eq \f(3,2)。

点评：运用三角恒等式简化三角因式最终转化为关于一个角的三角函数的形式，通过三角函数的性质求得结果。

例8．（2009浙江文）（本题满分14分）在[image: image185.wmf]ABC
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所对的边分别为[image: image187.wmf],,

abc

，且满足[image: image188.wmf]25

cos

25

A

=

，[image: image189.wmf]3

ABAC

×=

uuuruuur

．   

（I）求[image: image190.wmf]ABC

D

的面积；   （II）若[image: image191.wmf]1

c

=

，求[image: image192.wmf]a

的值．
解（Ⅰ）[image: image193.wmf]5

3

1

)

5

5

2

(

2

1

2

cos

2

cos

2

2

=

-

´

=

-

=

A

A

    [image: image194.jpg]


  [image: image195.jpg]



又[image: image196.wmf])

,

0

(

p

Î

A

，[image: image197.wmf]5

4

cos

1

sin

2

=

-

=

A

A

，而
，所以[image: image199.wmf]5

=

bc

，所以[image: image200.wmf]ABC

D

的面积为：[image: image201.wmf]2

5

4

5

2

1

sin

2

1

=

´

´

=

A

bc


（Ⅱ）由（Ⅰ）知[image: image202.wmf]5

=

bc

，而[image: image203.wmf]1

=

c

，所以[image: image204.wmf]5

=

b


所以[image: image205.wmf]5

2

3

2

1

25

cos

2

2

2

=

´

-

+

=

-

+

=

A

bc

c

b

a


点评：本小题主要考察三角函数概念、同角三角函数的关系、两角和与差的三角函数的公式以及倍角公式，考察应用、分析和计算能力[image: image206.png]



题型5：三角形中的三角恒等变换问题

例9．在△ABC中，a、b、c分别是∠A、∠B、∠C的对边长，已知a、b、c成等比数列，且a2－c2=ac－bc，求∠A的大小及
[image: image207.wmf]c

B

b

sin

的值。

分析：因给出的是a、b、c之间的等量关系，要求∠A，需找∠A与三边的关系，故可用余弦定理。由b2=ac可变形为
[image: image208.wmf]c

b

2

=a，再用正弦定理可求
[image: image209.wmf]c

B

b

sin

的值。

解法一：∵a、b、c成等比数列，∴b2=ac。

又a2－c2=ac－bc，∴b2+c2－a2=bc。

在△ABC中，由余弦定理得：cosA=
[image: image210.wmf]bc

a

c

b

2

2

2

2

-

+

=
[image: image211.wmf]bc

bc

2

=
[image: image212.wmf]2

1

，∴∠A=60°。

在△ABC中，由正弦定理得sinB=
[image: image213.wmf]a

A

b

sin

，∵b2=ac，∠A=60°，

∴
[image: image214.wmf]ac

b

c

B

b

°

=

60

sin

sin

2

=sin60°=
[image: image215.wmf]2

3

。

解法二：在△ABC中，

由面积公式得
[image: image216.wmf]2

1

bcsinA=
[image: image217.wmf]2

1

acsinB。

∵b2=ac，∠A=60°，∴bcsinA=b2sinB。

∴
[image: image218.wmf]c

B

b

sin

=sinA=
[image: image219.wmf]2

3

。

评述：解三角形时，找三边一角之间的关系常用余弦定理，找两边两角之间的关系常用正弦定理。

例10．在△ABC中，已知A、B、C成等差数列，求

的值。

解析：因为A、B、C成等差数列，又A＋B＋C＝180°，所以A＋C＝120°，

从而
[image: image221.wmf]2

C

A

+

＝60°，故tan
[image: image222.wmf]3

2

=

+

C

A

.由两角和的正切公式，
得
[image: image223.wmf]3

2

tan

2

tan

1

2

tan

2

tan

=

-

+

C

A

C

A

。

所以
[image: image224.wmf],

2

tan

2

tan

3

3

2

tan

2

tan

C

A

C

A

-

=

+



[image: image225.wmf]3

2

tan

2

tan

3

2

tan

2

tan

=

+

+

C

A

C

A

。

点评：在三角函数求值问题中的解题思路，一般是运用基本公式，将未知角变换为已知角求解，同时结合三角变换公式的逆用。

题型6：正、余弦定理判断三角形形状

例11．在△ABC中，若2cosBsinA＝sinC，则△ABC的形状一定是（    ）

A.等腰直角三角形





B.直角三角形

C.等腰三角形






D.等边三角形

答案：C

解析：2sinAcosB＝sin（A＋B）＋sin（A－B）又∵2sinAcosB＝sinC，

∴sin（A－B）＝0，∴A＝B
点评：本题考查了三角形的基本性质，要求通过观察、分析、判断明确解题思路和变形方向，通畅解题途径[image: image226.png]



例12．（2009四川卷文）在[image: image227.wmf]ABC

D

中，[image: image228.wmf]AB

、

为锐角，角[image: image229.wmf]ABC

、

、

所对的边分别为[image: image230.wmf]abc

、

、

，且[image: image231.wmf]510

sin,sin

510

AB

==


（I）求[image: image232.wmf]AB

+

的值；
（II）若[image: image233.wmf]21

ab

-=-

，求[image: image234.wmf]abc

、

、

的值。   [image: image235.jpg]


  [image: image236.jpg]



解（I）∵[image: image237.wmf]AB

、

为锐角，[image: image238.wmf]510

sin,sin

510

AB

==

 

∴ [image: image239.wmf]22

25310

cos1sin,cos1sin

510

AABB

=-==-=




∵ [image: image241.wmf]0

AB

p

<+<


∴ [image: image242.wmf]4

AB

p

+=

        

（II）由（I）知[image: image243.wmf]3

4

C

p

=

，∴ [image: image244.wmf]2

sin

2

C

=


由[image: image245.wmf]sinsinsin

abc

ABC

==

得
[image: image246.wmf]5102

abc

==

，即[image: image247.wmf]2,5

abcb

==


又∵  [image: image248.wmf]21

ab

-=-

    [image: image249.jpg]


  [image: image250.jpg]



∴  [image: image251.wmf]221

bb

-=-

   ∴  [image: image252.wmf]1

b

=


∴  [image: image253.wmf]2,5

ac

==

      
[image: image312.png]


题型7：正余弦定理的实际应用

例13．（2009辽宁卷理）如图，A,B,C,D都在同一个与水平面垂直的平面内，B，D为两岛上的两座灯塔的塔顶。测量船于水面A处测得B点和D点的仰角分别为[image: image254.wmf]0

75

，[image: image255.wmf]0

30

，于水面C处测得B点和D点的仰角均为[image: image256.wmf]0

60

，AC=0.1km。试探究图中B，D间距离与另外哪两点间距离相等，然后求B，D的距离（计算结果精确到0.01km，[image: image257.wmf]2

[image: image258.wmf]»

1.414，[image: image259.wmf]6

[image: image260.wmf]»

2.449）     [image: image261.jpg]


   
[image: image313.png]



解:在△ABC中，∠DAC=30°, ∠ADC=60°－∠DAC=30,

所以CD=AC=0.1 又∠BCD=180°－60°－60°=60°，
故CB是△CAD底边AD的中垂线，所以BD=BA，          

在△ABC中，[image: image262.wmf],

ABC

sin

C

BCA

sin

Ð

=

Ð

A

AB


即AB=[image: image263.wmf],

20

6

2

3

15

sin

ACsin60

+

=

o

o


因此，BD=[image: image264.wmf]。

km

33

.

0

20

6

2

3

»

+


故B，D的距离约为0.33km。               。

点评：解三角形等内容提到高中来学习，又近年加强数形结合思想的考查和对三角变换要求的降低，对三角的综合考查将向三角形中问题伸展，但也不可太难，只要掌握基本知识、概念，深刻理解其中基本的数量关系即可过关。

（2）（（2009宁夏海南卷理）（本小题满分12分）为了测量两山顶M，N间的距离，飞机沿水平方向在A，B两点进行测量，A，B，M，N在同一个铅垂平面内（如示意图），飞机能够测量的数据有俯角和A，B间的距离，请设计一个方案，包括：①指出需要测量的数据（用字母表示，并在图中标出）；②用文字和公式写出计算M，N间的距离的步骤[image: image265.png]





解：方案一：①需要测量的数据有：A 点到M，N点的俯角[image: image314.wmf]11

,

ab

；B点到M，
N的俯角[image: image267.wmf]22

,

ab

；A，B的距离 d （如图所示） .               

②第一步：计算AM . 由正弦定理[image: image268.wmf]2

12

sin

sin()

d

AM

a

aa

=

+

　；
第二步：计算AN . 由正弦定理[image: image269.wmf]2

21

sin

sin()

d

AN

b

bb

=

-

　；
第三步：计算MN. 由余弦定理[image: image270.wmf]22

11

2cos()

MNAMANAMAN

ab

=+-´-

 .

方案二：①需要测量的数据有：
A点到M，N点的俯角[image: image271.wmf]1

a

，[image: image272.wmf]1

b

；B点到M，N点的府角[image: image273.wmf]2

a

，[image: image274.wmf]2

b

；A，B的距离 d （如图所示）.

 ②第一步：计算BM . 由正弦定理[image: image275.wmf]1

12

sin

sin()

d

BM

a

aa

=

+

　；
第二步：计算BN . 由正弦定理[image: image276.wmf]1

21

sin

sin()

d

BN

b

bb

=

-

　；        
第三步：计算MN . 由余弦定理[image: image277.wmf]22

22

2cos()

MNBMBNBMBN

ba

=+-´+


21.（2009四川卷文）在[image: image278.wmf]ABC

D

中，[image: image279.wmf]AB

、

为锐角，角[image: image280.wmf]ABC

、

、

所对的边分别为[image: image281.wmf]abc

、

、

，且[image: image282.wmf]510

sin,sin

510

AB

==


（I）求[image: image283.wmf]AB

+

的值；
（II）若[image: image284.wmf]21

ab

-=-

，求[image: image285.wmf]abc

、

、

的值。   [image: image286.jpg]


  [image: image287.jpg]



解（I）∵[image: image288.wmf]AB

、

为锐角，[image: image289.wmf]510

sin,sin

510

AB

==

 

∴ [image: image290.wmf]22

25310

cos1sin,cos1sin

510

AABB

=-==-=


[image: image291.wmf]253105102

cos()coscossinsin.

5105102

ABABAB

+=-=´-´=


∵ [image: image292.wmf]0

AB

p

<+<


∴ [image: image293.wmf]4

AB

p

+=

        

（II）由（I）知[image: image294.wmf]3

4

C

p

=

，∴ [image: image295.wmf]2

sin

2

C

=


由[image: image296.wmf]sinsinsin

abc

ABC

==

得
[image: image297.wmf]5102

abc

==

，即[image: image298.wmf]2,5

abcb

==


又∵  [image: image299.wmf]21

ab

-=-

    [image: image300.jpg]


  [image: image301.jpg]



∴  
   ∴  [image: image303.wmf]1

b

=


∴  [image: image304.wmf]2,5

ac

==

      
点评：三角函数有着广泛的应用，本题就是一个典型的范例。通过引入角度，将图形的语言转化为三角的符号语言，再通过局部的换元，又将问题转化为我们熟知的函数
[image: image305.wmf]4

()

ftt

t

=+

，这些解题思维的拐点，你能否很快的想到呢？
五．【思维总结】
1．解斜三角形的常规思维方法是：

（1）已知两角和一边（如A、B、C），由A+B+C = π求C，由正弦定理求a、b；

（2）已知两边和夹角（如a、b、c），应用余弦定理求c边；再应用正弦定理先求较短边所对的角，然后利用A+B+C = π，求另一角；

（3）已知两边和其中一边的对角（如a、b、A），应用正弦定理求B，由A+B+C = π求C，再由正弦定理或余弦定理求c边，要注意解可能有多种情况；

（4）已知三边a、b、c，应余弦定理求A、B，再由A+B+C = π，求角C。

2．三角形内切圆的半径：
[image: image306.wmf]2

S

r

abc

D

=

++

，特别地，
[image: image307.wmf]2

abc

r

+-

=

斜

直

；

3．三角学中的射影定理：在△ABC 中，
[image: image308.wmf]A

c

C

a

b

cos

cos

×

+

×

=

，…
4．两内角与其正弦值：在△ABC 中，
[image: image309.wmf]B

A

B

A

sin

sin

<

Û

<

，…

5．解三角形问题可能出现一解、两解或无解的情况，这时应结合“三角形中大边对大角定理及几何作图来帮助理解”。
w.w.w.k.s.5.u.c.o.m 
www.ks5u.com
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