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  西城区高三统一测试 

           数学（理科）     2017.4 

    第Ⅰ卷（选择题  共 40 分） 

 

一、选择题：本大题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分．在每小题列出的四个选项中，选出符

合题目要求的一项． 

1．已知全集U R，集合 { | 2}A x x  ， { | 0}B x x  ，那么 UA B ð  

（A）{ | 0 2}x x ≤  （B）{ | 0 2}x x   

（C）{ | 0}x x   （D）{ | 2}x x   

2．在复平面内，复数
i

1 i
的对应点位于 

（A）第一象限 （B）第二象限 

（C）第三象限 （D）第四象限 

3．函数
2 2( ) sin cosf x x x  的最小正周期是 

（A）
2


 （B）  （C）

3

2


 （D） 2  

4．函数 2( ) 2 log | |xf x x  的零点个数为 

（A）0  （B）1  （C） 2  （D）3  

5．在 ABC△ 中，点D 满足 3BC BD
 

 ，则 

（A）
1 2

3 3
AD AB AC
  

   （B）
1 2

3 3
AD AB AC
  

   

（C）
2 1

3 3
AD AB AC
  

   （D）
2 1

3 3
AD AB AC
  

   

6．在正方形网格中，某四面体的三视图如图所示．如果小 

正方形网格的边长为 1，那么该四面体最长棱的棱长为 

（A） 2 5                  （B） 4 2  

（C）6                     （D） 4 3  
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7．数列{ }na 的通项公式为 *| | ( )na n c n  N ．则“ 1c≤ ”是“{ }na 为递增数列”的 

（A）充分而不必要条件 （B）必要而不充分条件 

（C）充要条件 （D）既不充分也不必要条件 

8．将五个 1，五个 2，五个 3，五个 4，五个 5 共 25 个数填入一个 5 行 5 列的表格内（每

格填入一个数），使得同一行中任何两数之差的绝对值不超过 2．考察每行中五个数之

和，记这五个和的最小值为m，则m的最大值为 

（A）8  （B）9  （C）10  （D）11  

 

第Ⅱ卷（非选择题  共 110 分） 

二、填空题：本大题共 6 小题，每小题 5 分，共 30 分． 

9．在 5(1 2 )x 的展开式中， 2x 的系数为____．（用数字作答） 

 

10．设等比数列{ }na 的前 n项和为 nS ．若 1 3a  ， 2 9S  ，则 na ____； nS  ____． 

 

11．执行如右图所示的程序框图，输出的 S 值为____．  

 

12．曲线
cos ,

1 sin

x

y








 
（ 为参数）与直线 1 0x y   相交于 ,A B两点，    

则 | |AB  ____． 

 

13．实数 ,a b 满足0 2a ≤ ， 1b≥ ．若 2b a≤ ，则
b

a
的取值范围是____．  

 

14． 如图，正方体 1 1 1 1ABCD A B C D 的棱长为 2，点 P 在正方形 ABCD 的边界及其内部运动． 

平面区域W 由所有满足 1 5A P≤ 的点 P 组成，则W 的面积是____；四面体 1P A BC 的 

体积的最大值是____． 
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三、解答题：本大题共 6小题，共 80 分．解答应写出必要的文字说明、证明过程或演算步骤． 

15．（本小题满分 13 分） 

在△ ABC 中，角 , ,A B C 的对边分别为 , ,a b c，且 tan 2 sina C c A ． 

（Ⅰ）求角C 的大小； 

（Ⅱ）求sin sinA B 的取值范围． 

 

 

16．（本小题满分 14 分） 

如图，在正四棱锥 P ABCD 中， PA AB ， E ， F 分别为 PB， PD的中点．  

（Ⅰ）求证： AC 平面 PBD ； 

（Ⅱ）求异面直线 PC 与 AE 所成角的余弦值； 

（Ⅲ）若平面 AEF 与棱 PC 交于点M ，求
PM

PC
的值． 

 

 

17．（本小题满分 13 分） 

在测试中，客观题难度的计算公式为 i
i

R
P

N
 ，其中

iP 为第i 题的难度，
iR 为答对该题的人

数，N 为参加测试的总人数． 

现对某校高三年级 240 名学生进行一次测试，共 5 道客观题．测试前根据对学生的了解，预估了

每道题的难度，如下表所示： 

题号 1 2 3 4 5 

考前预估难度 iP  0.9 0.8 0.7 0.6 0.4 

测试后，随机抽取了20名学生的答题数据进行统计，结果如下： 

题号 1 2 3 4 5 

实测答对人数 16 16 14 14 4 

（Ⅰ）根据题中数据，估计这 240名学生中第5题的实测答对人数； 

（Ⅱ）从抽样的 20 名学生中随机抽取 2 名学生，记这 2 名学生中第 5 题答对的人数为X，求X

的分布列和数学期望； 

（Ⅲ）试题的预估难度和实测难度之间会有偏差．设
iP为第i 题的实测难度，请用

iP 和
iP

设计一个统计量，并制定一个标准来判断本次测试对难度的预估是否合理． 
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18．（本小题满分 13 分） 

已知函数 21
( ) e

2

xf x x  ．设 l 为曲线 ( )y f x 在点
0 0( , ( ))P x f x 处的切线，其中 0 [ 1,1]x   ．  

（Ⅰ）求直线 l 的方程（用 0x 表示）； 

（Ⅱ）设O 为原点，直线 1x  分别与直线 l 和 x轴交于 ,A B两点,求△ AOB的面积的最小

值． 

 

19．（本小题满分 14 分） 

如图，已知椭圆
2 2

2 2
: 1( 0)
x y

C a b
a b

    的离心率为
1

2
，F 为椭圆C 的右焦点． ( ,0)A a ， 

| | 3AF  ． 

（Ⅰ）求椭圆C 的方程； 

（Ⅱ）设O 为原点，P 为椭圆上一点，AP的中点为M ．直线OM 与直线 4x  交于点D，

过O 且平行于 AP的直线与直线 4x  交于点 E ．求证： ODF OEF  ． 

 

 

 

 

20．（本小题满分 13 分） 

如图，将数字1,2,3, ,2 ( 3)n n≥ 全部填入一个 2行 n列的表格中，每格填一个数字．第

一行填入的数字依次为 1 2, , , na a a ，第二行填入的数字依次为 1 2, , , nb b b ． 

记 1 1 2 2

1

| | | | | | | |
n

n i i n n

i

S a b a b a b a b


         ． 

（Ⅰ）当 3n  时，若 1 1a  ， 2 3a  ， 3 5a  ，写出 3S 的所有可能的取值； 

（Ⅱ）给定正整数 n．试给出 1 2, , , na a a 的一组取值，使得无论 1 2, , , nb b b 填写的顺序

如何， nS 都只有一个取值，并求出此时 nS 的值； 

（Ⅲ）求证：对于给定的 n以及满足条件的所有填法， nS 的所有取值的奇偶性相同． 
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       西城区高三统一测试 

     高三数学（理科）参考答案及评分标准 

                                                     2017.4 

一、选择题：本大题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分. 

1．A                 2．A                  3．B                4．C    

5．D                 6．C                  7．A                8．C 

二、填空题：本大题共 6 小题，每小题 5 分，共 30 分.  

9． 40                          10． 13 2n ；3 (2 1)n             11． 6  

12． 2                          13． 
1

[ ,2]
2

                     14．
π

4
；

4

3
 

注：第 10，14 题第一空 2 分，第二空 3 分.  

三、解答题：本大题共 6 小题，共 80 分. 其他正确解答过程，请参照评分标准给分.  

15．（本小题满分 13 分） 

解：（Ⅰ） 由 tan 2 sina C c A ， 

得 
sin

2sin
cos

a C
A

c C
  ．                                             [ 1 分] 

由正弦定理得 
sin sin

2sin
sin cos

A C
A

C C
  ．                                [ 3 分] 

  所以 
1

cos
2

C  ．                                                  [ 4 分] 

因为 (0,π)C ，                                                  [ 5 分] 

所以 
π

3
C  ．                                                     [ 6 分] 

（Ⅱ） sin sinA B
2π

sin sin( )
3

A A                                       [ 7 分] 

3 3
sin cos

2 2
A A                                       [ 8 分] 

π
3sin( )

6
A  ．                                       [ 9 分] 

因为 
π

3
C  ， 所以 

2π
0

3
A  ，                                   [10 分] 

所以 
π π 5π

6 6 6
A   ，                                            [11 分] 

所以 
1 π

sin( ) 1
2 6

A  ≤ ，                                           [12分] 

所以 sin sinA B 的取值范围是
3

( , 3]
2

．                          [13 分] 
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16．（本小题满分 14 分） 

解：（Ⅰ）设 AC BD O ，则O 为底面正方形 ABCD 中心．连接PO． 

因为 P ABCD 为正四棱锥， 

所以 PO 平面 ABCD ．             [ 1 分] 

所以 PO AC ．                    [ 2 分] 

又 BD AC ，且PO BD O ，      [ 3 分] 

所以 AC 平面 PBD ．               [ 4 分] 

（Ⅱ）因为OA，OB ，OP 两两互相垂直，如图建立空间直角坐标系O xyz- ．   [ 5 分] 

因为 PB AB ，所以 Rt RtPOB AOB△ △ ． 

所以 OA OP ．                                                   [ 6 分] 

设 2OA  ． 

所以 (2,0,0)A ， (0,2,0)B ， ( 2,0,0)C  ， (0, 2,0)D  ， (0,0,2)P ， (0,1,1)E ， (0, 1,1)F  ． 

所以 ( 2,1,1)AE


  ， ( 2,0, 2)PC


   ．                                [ 7 分] 

所以 
| 3

| cos , |
6

| || |

AE PC
AE PC

AE PC

 
 

 


   

|
．                          

即 异面直线 PC 与 AE 所成角的余弦值为
3

6
．                         [ 9 分] 

（Ⅲ）连接 AM ． 

设 
PM

PC
 ，其中 [0,1] ，则 ( 2 ,0, 2 )PM PC  

 

    ，            [10 分] 

所以 ( 2 2 ,0,2 2 )AM AP PM  
  

      ． 

设平面 AEMF 的法向量为 ( , , )x y zn ，又 ( 2, 1,1)AF


   ，所以 

0,

0,

AE

AF






 


  

n

n
  

即
2 0,

2 0.

x y z

x y z

   

   

   

所以 0y  ．令 1x  ， 2z  ，所以 (1,0,2)n ．                        [12 分] 

因为 AM 平面 AEF ，所以 0AM


 n ，                             [13 分] 

即 2 2 2(2 2 ) 0      ， 

解得 
1

3
  ， 所以

1

3

PM

PC
 ．                                       [14 分] 
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17．（本小题满分 13 分） 

解：（Ⅰ）因为20人中答对第5题的人数为4人，因此第5题的实测难度为
4

0.2
20

 ．      [ 2 分] 

所以，估计240人中有240 0.2 48  人实测答对第5题．                    [ 3 分] 

（Ⅱ）X 的可能取值是0，1，2．                                            [ 4 分] 

2

16

2

20

C 12
( 0)

19C
P X    ；    

1 1

16 4

2

20

C C 32
( 1)

95C
P X    ；   

2

4

2

20

C 3
( 2)

95C
P X    ．   [ 7 分] 

X 的分布列为： 

X  0 1 2 

P  
12

19
 

32

95
 

3

95
 

                                                                                  [ 8 分] 

12 32 3 38
0 1 2

19 95 95 95
EX        ．                                      [10 分] 

（Ⅲ）将抽样的20名学生中第i 题的实测难度，作为240名学生第i 题的实测难度． 

      定义统计量 2 2 2
1 1 2 2

1
[( ) ( ) ( ) ]n nS P P P P P P

n
         ，其中

iP 为第 i 题的预估难

度．并规定：若 0.05S  ，则称本次测试的难度预估合理，否则为不合理．     [11 分] 

2 2 2 2 21
[(0.8 0.9) (0.8 0.8) (0.7 0.7) (0.7 0.6) (0.2 0.4) ]

5
S            

        0.012 ．                                                       [12 分] 

因为 0.012 0.05S   ， 

所以，该次测试的难度预估是合理的．                                [13 分] 

注：本题答案不唯一，学生可构造其它统计量和临界值来进行判断．如“预估难度与实测 

难度差的平方和”，“预估难度与实测难度差的绝对值的和”，“预估难度与实测难度差的绝 

对值的平均值”等，学生只要言之合理即可． 

 

18．（本小题满分 13 分） 

解：（Ⅰ）对 ( )f x 求导数，得 ( ) exf x x   ，                                   [ 1 分] 

所以切线 l 的斜率为 0

0 0( ) e
x

xf x   ，                                 [ 2 分] 

由此得切线 l 的方程为： 00

0 0 0

2 (
1

(e
2

)) e ( )
x x

x x xy x    ，  

即 0 0

0 0

2

0(e ) (1 )
1

e
2

xx
x xy xx    .                                    [ 4 分] 
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（Ⅱ）依题意，切线方程中令 1x  ， 

得 0 0 02

0 00 00

1 1
e e )

2 2
(e ) (1 ) (2 )(

x x x
y x x xx x       .                  [ 5 分] 

所以 (1, )A y ， (1,0)B . 

所以 
1

| | | |
2

AOBS OB y △                                      

0

0 0

1
| (2 )(

1
e

22
) |

x
x x   

0

0 0(1 )(
1 1

| e ) |
2 2

x
x x  ， 0 [ 1,1]x   .                        [ 7 分] 

设 ( ) (1
1 1

e )
2 2

)( xxg xx   ， [ 1,1]x  .                                [ 8 分] 

则 
1 1 1 1 1

e ) (1 )(e ) ( 1)(e 1)
2 2

(
2

( )
2 2

x x xx x xg x          .                [10 分] 

令 ( ) 0g x  ，得 0x  或 1x  ．                             

( )g x ， ( )g x 的变化情况如下表： 

x  1  ( 1, 0)  0  (0,1)  1 

( )g x     0     

( )g x  
3 1 1

( )
2 2 e

  ↘ 1 ↗ 
1 1

(e )
2 2

  

所以 ( )g x 在 ( 1, 0) 单调递减；在 (0,1)单调递增，                      [12 分] 

所以 min( ) (0) 1g x g  ，  

从而 △ AOB的面积的最小值为 1．                                  [13 分] 

 

19．（本小题满分 14 分） 

解：（Ⅰ）设椭圆C 的半焦距为 c ．依题意，得  

1

2

c

a
 ， 3a c  ．                  [ 2 分] 

解得 2a  ， 1c  ． 

所以 
2 2 2 3b a c   ，             

所以椭圆C 的方程是 
2 2

1
4 3

x y
  ．    [ 4 分] 

（Ⅱ）解法一：由（Ⅰ）得 ( 2,0)A  ．设 AP的中点 0 0( , )M x y ， 1 1( , )P x y ． 

设直线 AP的方程为： ( 2) ( 0)y k x k   ，将其代入椭圆方程，整理得 

2 2 2 2(4 3) 16 16 12 0k x k x k     ，                                 [ 6 分] 
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所以 
2

1 2

16
2

4 3

k
x

k


  


．                                           [ 7 分] 

所以 
2

0 2

8

4 3

k
x

k





，

0 0 2

6
( 2)

4 3

k
y k x

k
  


， 

即 

2

2 2

8 6
( , )
4 3 4 3

k k
M

k k



 
．                                          [ 8 分] 

所以直线OM 的斜率是 
2

2

2

6

34 3

8 4

4 3

k

k

k k

k

  




，                             [ 9 分] 

所以直线OM 的方程是 
3

4
y x

k
  ．令 4x  ，得

3
(4, )D

k
 ．           [10 分] 

直线OE 的方程是 y kx ．令 4x  ，得 (4,4 )E k ．                    [11 分] 

由 (1,0)F ，得直线EF 的斜率是 
4 4

4 1 3

k k



，所以 EF OM ，记垂足为H ； 

因为直线DF 的斜率是 

3

1

4 1

k

k



 


，所以DF OE ，记垂足为G ．     [13 分] 

在Rt EHO△ 和Rt DGO△ 中， ODF 和 OEF 都与 EOD 互余， 

          所以 ODF OEF  ．                                            [14 分] 

解法二：由（Ⅰ）得 ( 2,0)A  ．设
1 1 1( , ) ( 2)P x y x   ，其中 2 2

1 13 4 12 0x y   ． 

因为 AP的中点为M ，所以 1 12
( , )

2 2

x y
M


．                          [ 6 分] 

所以直线OM 的斜率是 1

1 2
OM

y
k

x



，                               [ 7 分] 

所以直线OM 的方程是 1

1 2

y
y x

x



．令 4x  ，得 1

1

4
(4, )

2

y
D

x 
．        [ 8 分] 

直线OE 的方程是 1

1 2

y
y x

x



．令 4x  ，得 1

1

4
(4, )

2

y
E

x 
．             [ 9 分] 

由 (1,0)F ，得直线EF 的斜率是 1

1

4

3( 2)
EF

y
k

x



，                     [10 分] 

因为 
2

1 1 1

2

1 1 1

4 4
1

3( 2) 2 3( 4)
EF OM

y y y
k k

x x x
     

  
， 

所以 EF OM ，记垂足为H ；                                    [12 分] 
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同理可得 
2

1 1 1

2

1 1 1

4 4
1

3( 2) 2 3( 4)
DF OE

y y y
k k

x x x
     

  
， 

所以DF OE ，记垂足为G ．                                      [13 分] 

在Rt EHO△ 和Rt DGO△ 中， ODF 和 OEF 都与 EOD 互余， 

          所以 ODF OEF  ．                                           [14 分] 

 

20．（本小题满分 13 分） 

解：（Ⅰ） 3S 的所有可能的取值为 3，5，7，9.                                 [ 3 分] 

（Ⅱ） 令 ia i  ( 1,2, , )i n ，则无论 1 2, , , nb b b 填写的顺序如何，都有 2

nS n ． 

  [ 5 分] 

因为 ia i ， 

所以 { 1, 2, ,2 }ib n n n   ，( 1,2, , )i n ．                         [ 6 分] 

因为 i ia b  ( 1,2, , )i n ， 

所以 
2

2

1 1 1 1 1 1

| | ( )
n n n n n n

n i i i i i i

i i i i i n i

S a b b a b a i i n
      

              ．      [ 8 分] 

注： 1 2{ , , , } {1,2, , }na a a n ，或 1 2{ , , , } { 1, 2, ,2 }na a a n n n   均满足条件． 

（Ⅲ）解法一：显然，交换每一列中两个数的位置，所得的 nS 的值不变．        

不妨设 i ia b ，记
1

n

i

i

A a


 ，
1

n

i

i

B b


 ，其中 1,2, ,i n ． 

则 
1 1 1 1

| | ( )
n n n n

n i i i i i i

i i i i

S a b a b a b A B
   

           ．                 [ 9 分] 

因为 
2

1

2 (2 1)
(2 1)

2

n

i

n n
A B i n n




     ， 

所以 A B 与 n具有相同的奇偶性．                                 [11 分] 

又因为 A B 与 A B 具有相同的奇偶性， 

所以 nS A B  与 n的奇偶性相同， 

所以 nS 的所有可能取值的奇偶性相同．                              [13 分] 
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解法二：显然，交换每一列中两个数的位置，所得的
nS 的值不变．        

考虑如下表所示的任意两种不同的填法，
1

| |
n

n i i

i

S a b


  ，
1

| |
n

n i i

i

S a b


    ，不妨

设
i ia b ，

i ia b  ，其中 1,2, ,i n ．                              [ 9 分] 

1a  2a   
na    

1a   2a    
na    

1b  2b   
nb    

1b   2b    
nb    

1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
n n n n n n

n n i i i i i i i i

i i i i i i

S S b a b a b b a a
     

                  ． 

对于任意 {1,2, ,2 }k n ， 

① 若在两种填法中 k 都位于同一行， 

则 k 在 n nS S 的表达式中或者只出现在
1 1

n n

i i

i i

b b
 

  中，或只出现在
1 1

n n

i i

i i

a a
 

   

中，且出现两次， 

则对 k 而言，在 n nS S 的结果中得到 2k ．                          [11 分] 

② 若在两种填法中 k 位于不同行， 

则 k 在 n nS S 的表达式中在
1 1

n n

i i

i i

b b
 

  与
1 1

n n

i i

i i

a a
 

  中各出现一次， 

则对 k 而言，在 n nS S 的结果中得到0 ． 

由 ① ② 得，对于任意 {1,2, ,2 }k n ， n nS S 必为偶数． 

所以，对于表格的所有不同的填法， nS 所有可能取值的奇偶性相同．     [13 分] 



 

 

爱智康是好未来（前学而思教育）旗下高端品牌，从 2007 年开始探究 K12 有效的 1 对 1 教

学模式，先后在北京、上海、广州、深圳、天津、杭州、成都、西安、南京、武汉、苏州、

郑州，十二个城市地成立分支机构。目前已开设 1 对 1、5-7 人小组学习和在线学习等多种

授课模式。爱智康在全国已有近 100 所辅导中心，数千名教职员工，成为美誉度颇高的 K12

辅导品牌之一。 

 

 

 

二模 1 对 1 短期冲刺课 

 

课程亮点 

二模 1 对 1 短期冲刺课的内容安排可以 

有效的帮助同学高效复习。以专题模块 

形式呈现重难点。有针对性的对试卷中 

40%-50%的基础题、20%-30%的中档题、 

20%-30%的难题，分配对应的学习时间 

和强度。每个专题都是为了解决考生在 

冲刺阶段最急切的重难点问题，命中考 

生急需提升的薄弱环节，帮助考生高效 

备考。 

 

 

 

 

 

 

 

 

北京高考指南 

 

第一时间获取高考咨询、 

备考资料、干货讲座的平台 

         

        课程安排 

        二模 1 对 1 短期冲刺课 

        课次：4 次课 

        开课时间：二模考试前 

        开课校区：所有学习中心 

        报课热线：4000-121-121 

 

 

 

 

 

 

 

 

扫码了解课程详情 

 

 

 

       家长训练营 

 

 

 

 

 

 

 

 

一个有深度、有高度、更有温度的 

家长福利组织 

微信资讯平台 


