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专题07  导数有关的构造函数方法

一．知识点

基本初等函数的导数公式

 (1)常用函数的导数

①(C)′＝________(C为常数);  ②(x)′＝________；

③(x2)′＝________；  ④′＝________；

⑤()′＝________．

(2)初等函数的导数公式

①(xn)′＝________；  ②(sin x)′＝__________；

③(cos x)′＝________；  ④(ex)′＝________；

⑤(ax)′＝___________；  ⑥(ln x)′＝________；

⑦(logax)′＝__________．

5．导数的运算法则

(1)[f(x)±g(x)]′＝________________________；

(2)[f(x)·g(x)]′＝_________________________；

(3)′＝____________________________．

6．复合函数的导数

(1)对于两个函数y＝f(u)和u＝g(x)，如果通过变量u，y可以表示成x的函数，那么称这两个函数(函数y＝f(u)和[image: image869.png]


u＝g(x))的复合函数为y＝f(g(x))．

(2)复合函数y＝f(g(x))的导数和函数y＝f(u)，u＝g(x)的导数间的关系为___________________，即y对x的导数等于y对u的导数与u对x的导数的乘积．

二．题型分析

1.构造多项式函数

2.构造三角函数型

3.构造
[image: image2.wmf]x

e

形式的函数

4.构造成积的形式

5.与
[image: image3.wmf]ln

x

有关的构造

6.构造成商的形式

7.对称问题

（一）构造多项式函数
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【答案】D

【解析】令
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[image: image14]，所[image: image15.png]i 22 2R (ZXXK.COM)




以函数[image: image16.wmf](

)

Fx

在定义域上为单调递减函数，因为[image: image17.wmf](

)

1

22

x

fx

<+

，所以
[image: image18]，即
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考点：函数的单调性与导数的关系.

【方法点晴】本题主要考查了函数的单调性与函数的导数之间的关系，其中解答中涉及到利用导数研究函数的单调性，利用导数研究函数的极值与最值等知[image: image22.png]i 22 2R (ZXXK.COM)




识点的综合考查，着重考查了学生分析问题和解答问题的能力，以及转化与化归思想的应用，本题的解答中根据题设条件，构造新函数[image: image23.wmf](
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，利用新函数的性质是解答问题的关键，属于中档试题.
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【答案】A


[image: image37]考点：导数在函数单调性中的应用. 

【思路点睛】因为
[image: image38]，设
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上是减函数，从而在[image: image45.wmf]R

上是减函数，在根据函数的奇偶性和单调性可得
[image: image46]，由此即可求出结果.

练习2.设奇函数[image: image47.png]
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[image: image57]
【答案】B

【解析】令
[image: image58]，因为
[image: image59]，所以函数[image: image60.png]g(x)



的奇函数，因为[image: image61.png]x € (0, + )



时，
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在[image: image64.png](0, + )



为减函数，又题意可知，
[image: image65]，所以函数[image: image66.png]g(x)



在[image: image67.png]


上为减函数，所以
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，故选B.

考点：函数的奇偶性及其应用.

【方法点晴】本题主要考查了函数的奇偶性及其应用，其中解答中涉及到利用导数求函数的单调性、利用导数研究函数的极值、以及函数的奇偶性的判定等知识点的综合考查，着重考查了转化与化归的思想方法，以及学生的推理与运算能力，属于中档试题，解答中得出函数的奇函数和函数的单调性是解答的关键.
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【答案】B

【解析】令
[image: image86]，则
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考点：函数的单调性及导数的应用.

【方法点晴】本题考查了利用导数研究函数的单调性，然后构造函数，通过新函数的性质把已知条件转化为关于[image: image103.wmf]a

的不等式来求解.本题解答的关键是由已知条件[image: image104.wmf]()
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进行联想，构造出新函数
[image: image105]，然后结合
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的奇偶性和单调性，再通过要解的不等式
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的不等式，解得答案.

（二）构造三角函数型
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【答案】B

【解析】令
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上单调递增，所以
[image: image138].即
[image: image139]，故选B.

考点：（1）利用导数研究函数的单调性；（2）函数的综合应用.

练习1．已知函数[image: image140.wmf])

(

x

f

y

=

对任意的
[image: image141]满足
[image: image142]（其中[image: image143.wmf])

(

'

x

f

是函数[image: image144.wmf])

(

x

f

的导函数），则下列不等式成立的是（     ）
A．
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[image: image148]
【答案】A

【解析】构造函数
[image: image149]，

则
[image: image150]，即函数g（x）在
[image: image151]单调递增，

则
[image: image152]，
[image: image153]，即
[image: image154]，故A正确．
[image: image155]，即
[image: image156]
考点：利用导数研究函数的单调性
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【答案】D
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令
[image: image172]，则有
[image: image173]，D选项正确.

考点：1、函数导数；2、构造函数法．

【思路点晴】本题有两个要点，第一个要点是“切化弦”，在不少题目中，如果遇到[image: image174.wmf]tan
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来思考；第二个要点是构造函数法，题目中
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[image: image177]，这样我们就可以构造一个除法的函数
[image: image178]，而选项正好是判断
[image: image179]单调性的问题，顺势而为.

（三）构造
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【答案】D

【解析】设
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上递增，故选D.

考点：1、函数的求导法则；2、利用导数研究函数的单调性.
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【答案】B

【解析】依题意
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，构造函数
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考点：函数导数，构造函数法．

【思路点晴】本题考查导函数的概念，基本初等函数和复合函数的求导，对数的运算及对数函数的单调性.构造函数法是在导数题目中一个常用的解法.方程的有解问题就是判断是否存在零点的问题，可参变分离，转化为求函数的值域问题处理. 恒成立问题以及可转化为恒成立问题的问题，往往可利用参变分离的方法，转化为求函数最值处理．
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【答案】C


[image: image223]考点：利用导数研究函数的单调性.

【方法点晴】本题考查函数单调性与奇偶性的结合，结合已知条件构造函数，然后用导数判断函数的单调性是解题[image: image224.png]i 22 2R (ZXXK.COM)




的关键，属于中档题．结合已知条件中的
[image: image225]以及所求结论
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【答案】B

【解析】设
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考点：利用导数研究函数的单调性. 
【方法点晴】本题考查了导数的综合应用及函数的性质的应用，构造函数的思想，阅读分析问题的能力，属于中档题．常见的构造思想是使含有导数的不等式一边变为[image: image255.wmf]0
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【答案】D

【解析】设
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即
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考点：利用导数研究函数的性质

【名师点睛】本题考查了利用导数研究函数的单调性、利用函数的单调性求解不等式，体现了数学转化思想方法，属于中档题．解题时根据题意构造函数
[image: image296]是解题的关键

练习5．设函数[image: image297.wmf]()

fx

¢

是函数
[image: image298]的导函数，[image: image299.wmf]1

)

0

(

=

f

，且
[image: image300]，则
[image: image301]的解集是（   ）
A.[image: image302.wmf]ln4

,
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æö

+¥

ç÷

èø

        B.[image: image303.wmf]ln2
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+¥

ç÷

èø

        C.[image: image304.wmf]3
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æö

+¥

ç÷

ç÷

èø

          D.[image: image305.wmf],
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e

æö

+¥

ç÷

ç÷

èø


【答案】B

【解析】设
[image: image306]，则
[image: image307]，所以
[image: image308]（[image: image309.wmf]c

为常数），则
[image: image310]，由
[image: image311]，[image: image312.wmf]2

c

=

，所以
[image: image313]，又由
[image: image314]，所以
[image: image315]即[image: image316.wmf]()3

fx

>

，即[image: image317.wmf]3

213

x

e

->

，解得[image: image318.wmf]ln2

3

x

>

．故选B．

（四）构造成积的形式

例4．已知定义在[image: image319.wmf]R

上的函数[image: image320.wmf](

)

yfx

=

满足：函数[image: image321.wmf](

)

1

yfx

=+

的图象关于直线[image: image322.wmf]1

x

=-

对称，且当[image: image323.wmf](

)

,0

x

Î-¥

时，
[image: image324]（[image: image325.wmf](

)

fx

¢

是函数[image: image326.wmf](

)

fx

的导函数）成立．若
[image: image327]，
[image: image328]，
[image: image329]，则[image: image330.wmf]a

，[image: image331.wmf]b

，[image: image332.wmf]c

的大小关系是（   ）
A．[image: image333.wmf]abc

＞

＞

              B．[image: image334.wmf]bac

＞

＞

              
C．[image: image335.wmf]cab

＞

＞

              D．[image: image336.wmf]acb

＞

＞


【答案】A

【解析】易知[image: image337.wmf](

)

x

f

关于[image: image338.wmf]y

轴对称,设
[image: image339],当[image: image340.wmf](

)

0

,

¥

-

Î

x

时,
[image: image341] ,

[image: image342.wmf](

)

x

F

\

在[image: image343.wmf](

)

0

,

¥

-

上为递减函数,且[image: image344.wmf](

)

x

F

为奇函数,[image: image345.wmf](

)

x

F

\

在[image: image346.wmf]R

上是递减函数.


[image: image347],即[image: image348.wmf]c

b

a

>

>

,故选A.

考点：函数的性质.

【方法点睛】本题考查学生的是函数的性质,属于中档题目.从选项可以看出,要想比较[image: image349.wmf]c

b

a

,

,

的大小关系,需要构造新函数
[image: image350],通过已知函数[image: image351.wmf](

)

x

f

的奇偶性,对称性和单调性,判断[image: image352.wmf](

)

x

F

的各种性质,可得[image: image353.wmf](

)

x

F

在[image: image354.wmf]R

上是递减函数.因此只需比较自变量的大小关系,通过分别对各个自变量与临界值[image: image355.wmf]1

,

0

作比较,判断出三者的关系,即可得到函数值得大小关系.

练习1.设函数[image: image356.wmf]()

fx

是定义在[image: image357.wmf](,0)

-¥

上的可导函数，其导函数为[image: image358.wmf]'

()

fx

，且有
[image: image359]，则不等式
[image: image360]的解集为（   ）
A．
[image: image361]          B．
[image: image362]  [image: image363.png]i 22 2R (ZXXK.COM)




          
C．[image: image364.wmf](2018,0)

-

            D．[image: image365.wmf](2016,0)

-


【答案】B

【解析】构造函数
[image: image366]，
[image: image367]，由于
[image: image368]，故
[image: image369]，[image: image370.wmf](

)

Fx

为减函数.原不等式即
[image: image371]，故
[image: image372].

考点：函数导数与不等式，构造函数．

【思路点晴】本题考查函数导数与不等式，构造函数法.是一个常见的题型，题目给定一个含有导数的条件
[image: image373]，这样我们就可以构造函数
[image: image374]，它的导数恰好包含这个已知条件，由此可以求出[image: image375.wmf](

)

Fx

的单调性，即函数[image: image376.wmf](

)

Fx

为减函数.注意到原不等式可以看成
[image: image377]，利用函数的单调性就可以解出来.

练习2．设函数[image: image639.png]@ +b +ex+d



[image: image378.wmf](

)

fx

是定义在[image: image379.wmf](

)

0,

+¥

上的可导函数，其导函数为[image: image380.wmf](

)

fx

¢

，且有
[image: image381]，则不等式
[image: image382]的[image: image383.png]i 22 2R (ZXXK.COM)




解集为（ ）
A．[image: image384.wmf](

)

2012,

+¥

    B．[image: image385.wmf](

)

0,2012

    C．[image: image386.wmf](

)

0,2016

    D．[image: image387.wmf](

)

2016,

+¥


【答案】D

【解析】∵函数[image: image388.wmf](

)

fx

是定义在[image: image389.wmf](

)

0,

+¥

上的可导函数，
[image: image390]，


[image: image391]∴函数[image: image392.wmf]2

yxfx

=

（

）

在[image: image393.wmf](

)

0,

+¥

上是增函数，


[image: image394]

[image: image395]
∴不等式的解集为[image: image396.wmf](

)

2016,

+¥

．

练习3.函数[image: image397.wmf](

)

fx

是定义在区间[image: image398.wmf](

)

0,

+¥

上可导函数，其导函数为[image: image399.wmf](

)

'

fx

，且满足
[image: image400]，则不等式
[image: image401][image: image402.png]i 22 2R (ZXXK.COM)




的解集为（   ）
A．
[image: image403]                 B．
[image: image404]
C．
[image: image405]         D．
[image: image406]
【答案】C

【解析】由
[image: image407]，则当[image: image408.wmf](

)

0,

x

Î+¥

时，
[image: image409]，即
[image: image410]，所以函数[image: image411.wmf]()

xfx

为单调[image: image412.png]i 22 2R (ZXXK.COM)




递增函数，由
[image: image413]，即
[image: image414]，所以
[image: image415]，所以不等式的解集为
[image: image416]，故选C.

（五）与
[image: image417.wmf]ln

x

有关的构造

例5.已知定义在实数集R的函数[image: image418.wmf]()

fx

满足[image: image419.wmf]f

（1）=4,且[image: image420.wmf]()

fx

导函数[image: image421.wmf]()3

fx

¢

<

，则不等式
[image: image422]的解集为（    ）
A.[image: image423.wmf](1,)

+¥

    B.[image: image424.wmf](,)

e

+¥

    C.[image: image425.wmf](0,1)

    D.[image: image426.wmf](0,)

e


【答案】D
【解析】设t=lnx,则不等式
[image: image427]化为[image: image428.wmf]1

3

)

(

+

>

t

t

f

，设g(x)=f(x)-3x-1,则
[image: image429]。因为[image: image430.wmf]()3

fx

¢

<

，所以
[image: image431]<0,此时函数g(x)单调递减。因为f(1)=4，所以g(1)=f(1)-3-1=0,所以当x>1时，g(x)<g(1)=0,此时g(x)=f(x)-3x-1<0,即不等式f(x)>3x+1的解为x<1，即不等式f(t)>3t+1的解集为t<1.由lnx<1得0<x<e。选D。
考点：函数的单调性与导函数，不等式。
练习1.设
[image: image432]为自然对数的底数.若
[image: image433]，则（   ）
A．
[image: image434]      B．
[image: image435]
C．
[image: image436]      D．
[image: image437]
【答案】B

【解析】由不等式
[image: image438]启发，可构造函数
[image: image439]，则
[image: image440]，又由
[image: image441]，得
[image: image442]，即[image: image443.wmf](

)

Fx

在[image: image444.wmf](

)

0,

+¥

上为单调递增函数，因为[image: image445.wmf]2

2

ee

<<

，所以
[image: image446]，即
[image: image447]，又
[image: image448]，整理可得
[image: image449]，
[image: image450].故正确答案选B.

考点：1.导数的应用；2.函数单调性的应用.

【方法点晴】此题主要考查导数在研究函数单调性的应用等方面的知识，属于中高档题.首先根据条件
[image: image451]，构造函数
[image: image452]，对函数[image: image453.wmf](

)

Fx

求导，则有
[image: image454]，可知[image: image455.wmf](

)

Fx

在[image: image456.wmf](

)

0,

+¥

上为单调递增函数，又[image: image457.wmf]2

2

ee

<<

，即
[image: image458]，化简整理即得正确答案.

（六）构造成商的形式

例6.已知[image: image459.wmf](

)

fx

在[image: image460.wmf](

)

0,

+¥

上非负可导，且满足
[image: image461]，对于任意正数[image: image462.wmf],

mn

，若[image: image463.wmf]mn

<

，则必有（   ）
A．
[image: image464]            B．
[image: image465]
C．
[image: image466]             D．
[image: image467]
【答案】D

【解析】构造函数
[image: image468],则由
[image: image469]可知函数
[image: image470]是单调递减函数,因为[image: image471.wmf]n

m

£

,所以
[image: image472],即
[image: image473],也即
[image: image474],因此应选D．

考点：导数的运算和灵活运用．

【易错点晴】本题是一道抽象型的函数性质判断题.考查[image: image475.png]i 22 2R (ZXXK.COM)




的是运用所学知识去分析问题和解决问题的能力.解答本题的难点是不清楚函数的解析式也无法弄清楚,所以具有较大的难度.求解时通过深刻的观察和抽象概括,先构造一个新的函数
[image: image476],然后再带该函数进行求导,借助题设中的条件
[image: image477],判断出函数
[image: image478]是单调递减函数.[image: image479.png]i 22 2R (ZXXK.COM)




从而运用单调函数的定义使得本题巧妙获解.

练习1.已知函数[image: image640.png]1 1 S5
f0) = 3 - g+ 3



[image: image480.wmf](

)

yfx

=

是[image: image481.wmf]R

上的可导函数，当[image: image482.wmf]0

x

¹

时，有
[image: image483]，则函数

[image: image484]的零点个数是（ ）
A．0    B．1    C．2    D．3
【答案】B

【解析】令
[image: image485].
[image: image486]，即当[image: image487.wmf]0

x

>

时，
[image: image488]，为增函数，当[image: image489.wmf]0

x

<

时，
[image: image490]，为减函数，函数[image: image491.wmf]1

y

x

=-

在区间
[image: image492]上为增函数，故在区间[image: image493.wmf](

)

,0

-¥

上有一个交点.即
[image: image494]的零点个数是[image: image495.wmf]1

.

考点：1.函数与导数；2.零点.

【思路点晴】零点问题一种解法是变为两个函数图象的交点，如本题中的
[image: image496]的零点，可以转化为
[image: image497]，也就是左右两个函数图象的交点个数，函数[image: image498.wmf]1

y

x

=-

在区间
[image: image499]上为增函数，通过已知条件分析
[image: image500],即当[image: image501.wmf]0

x

>

时，
[image: image502]，为增函数，当[image: image503.wmf]0

x

<

时，
[image: image504]，为减函数，由此判断这两个函数在区间[image: image505.wmf](

)

,0

-¥

上有一个交点.

练习2.．已知定义在[image: image506.wmf]R

上的函数[image: image507.wmf]()

fx

满足
[image: image508]，当
[image: image509]时，下面选项中最大的一项是（     ）
A．[image: image510.wmf]()

n

n

fm

m

   B．
[image: image511]   C．[image: image512.wmf]()

m

m

fn

n

   D．
[image: image513]
【答案】B

【解析】令
[image: image514]，则
[image: image515]，又
[image: image516]，所以最大的一项是
[image: image517]

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
[image: image518]，选B.

考点：利用导数研究函数单调性

【方法点睛】利用导数解抽象函数不等式，实质是利用导数研究对应函数单调性，而对应函数需要构造. 构造辅助函数常根据导数法则进行：如
[image: image519]构造
[image: image520]，
[image: image521]构造
[image: image522]，
[image: image523]构造
[image: image524]，
[image: image525]构造
[image: image526]等

练习3.已知[image: image527.wmf](

)

fx

是定义在[image: image528.wmf]R

上的减函数，而满足
[image: image529]，其中[image: image530.wmf](

)

'

fx

为[image: image531.wmf](

)

fx

的导数，则（   ）
A．对任意的
[image: image532]        [image: image533.png]i 22 2R (ZXXK.COM)




       B．对任意的
[image: image534]
C．当且仅当
[image: image535]          D．当且仅当
[image: image536]
【答案】B

【解析】由题意[image: image537.wmf]'()0

fx

<

恒成立，由
[image: image538]得
[image: image539]．令[image: image540.wmf]1

x

=

得[image: image541.wmf](1)0

f

>

，又[image: image542.wmf]()

fx

为减函数，所以当[image: image543.wmf]1

x

<

时，
[image: image544]，而当[image: image545.wmf]1

x

>

时，由
[image: image546]得[image: image547.wmf]()

0

'()

fx

fx

<

，从而[image: image548.wmf]()0

fx

>

，综上有当[image: image549.wmf]xR

Î

时，[image: image550.wmf]()0

fx

>

．故选B．
练习4.若定义在R上的函数f（x）满足f（0）=﹣1，其导函数f′（x）满足f′（x）＞k＞1，则下列结论中一定错误的是（  ）
A．[image: image551.png]1y -1
£ >



           B．
[image: image552]   
C．
[image: image553]    D．
[image: image554]
【答案】C

【解析】根据导数的概念得出
[image: image555]＞k＞1，用x=[image: image556.png]=
T~



代入可判断出f（[image: image557.png]=
T~



）＞[image: image558.png]=
T~



，即可判断答案．

解；∵f′（x）=[image: image559.png]lim
-




[image: image560]
f′（x）＞k＞1，

∴
[image: image561]＞k＞1，

即[image: image562.png]f(x) 41

o



＞k＞1，

当x=[image: image563.png]L
=



时，f（[image: image564.png]L
=



）+1＞[image: image565.png]L
=



×k=[image: image566.png]L
=



，

即f（[image: image567.png]L
=



）[image: image568.png]


﹣1=[image: image569.png]L
=




故f（[image: image570.png]L
=



）＞[image: image571.png]L
=



，

所以f（[image: image572.png]L
=



）＜[image: image573.png]L
=



，一定出错，

故选：C．学科网
练习5.已知奇函数[image: image574.wmf](

)

fx

定义域为
[image: image575]为其导函数,且满足以下条件①[image: image576.wmf]0

x

>

时,
[image: image577]；②[image: image578.wmf](

)

1

1

2

f

=

；③
[image: image579],则不等式[image: image580.wmf](

)

2

2

4

fx

x

x

<

的解集为            .
【答案】
[image: image581]  
【解析】[image: image582.wmf]0

x

>

时，令
[image: image583]，又[image: image584.wmf](

)

fx

为奇函数，所以[image: image585.wmf](

)

gx

为偶函数，因为
[image: image586]，所以
[image: image587]，
[image: image588]，从而
[image: image589]解集为
[image: image590]  
考点：利用导数解不等式

【方法点睛】利用导数解抽象函数不等式，实质是利用导数研究对应函数单调性，而对应函数需要构造.构造辅助函数常根据导数法则进行：如
[image: image591]构造
[image: image592]，
[image: image593]构造
[image: image594]，
[image: image595]构造
[image: image596]，
[image: image597]构造
[image: image598]等

（七）对称问题

例7．设函数[image: image599.png]


是[image: image600.png]


的导数．某同学经过探究发现，任意一个三次函数
[image: image601]都有对称中心[image: image602.png](x0.f (x0))



，其中[image: image603.png]


满足[image: image604.png]f"(x9) =0



．已知函数
[image: image605]，则
[image: image606]（ ）
A．[image: image607.png]2013



    B．[image: image608.png]2014



    C．[image: image609.png]2015



    D．[image: image610.png]2016




【答案】D


[image: image611]【方法点睛】

本题通过 “三次函数
[image: image612]都有对称中心[image: image613.png](x0.f (x0))



”这一探索性结论考查转化与划归思想及导数的运算、函数对称的性质及求和问题，属于难题．遇到探索性结论问题，应耐心读题，分析新结论的特点，弄清新结论的性质，按新结论的要求，“照章办事”，逐条分析、验证、运算，使问题得以解决．本题的解答就是根据新结论性质求出
[image: image614]的对称中心后再利用对称性和的．

练习1.对于三次函数
[image: image615]，给出定义：设[image: image616.wmf](
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fx

是函数[image: image617.wmf](

)

yfx

=

的导数，[image: image618.wmf](
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fx

是[image: image619.wmf](

)

'

fx

的导数，若方程[image: image620.wmf](

)

''

0

fx

=

有实数解[image: image621.wmf]0

x

，则称点[image: image622.wmf](
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“拐点”.某同学经过探究发现：任何一个三次函数都有对称中心，且“拐点”就是对称中心.若
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