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§2 三角形中的几何计算

知能目标解读

1.通常对任意三角形边长和角度关系的探索，掌握正弦定理、余弦定理，并能解决一些简单的度量问

题.

2.能够运用正弦定理、余弦定理等知识和方法解决一些有关三角形的边和角以及三角形的面积等问题.

3.深刻理解三角形的知识在实际中的应用，增强应用数学建模意识，培养分析问题和解决实际问题的

能力.

重点难点点拨

重点：应用正、余弦定理解三角形.

难点：灵活应用正、余弦定理及三角恒等变换解决三角形中的几何计算.

学习方法指导

一、三角形中的几何计算问题

正弦定理、余弦定理揭示了任意三角形边角之间的关系，是解三角形的重要工具，余弦定理与平面几

何知识、向量、三角有着密切的联系.解三角形广泛应用于各种平面图形，如菱形、梯形、平行四边形、

扇形及一些不规则图形等，处理时，可通过添加适当的辅助线，将问题纳入到三角形中去解决，这是化复

杂为简单，化未知为已知的化归思想的重要应用.

注意：

三角形中的几何计算问题主要包括长度、角、面积等，常用的方法就是构造三角形，把所求的问题转

化到三角形中，然后选择正弦定理、余弦定理加以解决，有的问题与三角函数联系比较密切，要熟练运用

有关三角函数公式.

二、正、余弦定理在几何计算问题中的应用规律

1.对于平面图形的计算问题，首先要把所求的量转化到三角形中，然后选用正弦定理、余弦定理解决.

构造三角形时，要注意使构造三角形含有尽量多个已知量，这样可以简化运算.

2.对于求平面图形中的最值问题，首先要选用恰当的变量，然后选择正弦定理或余弦定理建立待求量

与变量间的函数关系，借助于三角函数的相关知识求最值，有时要用到不等式的均值定理（后面将要学习）

求最值.

3.正、余弦定理沟通了三角形中的边与角之间的数量关系，对三角形中的任何元素加以变化，都会引

起三角形的形状、大小等的变化，但边角之间仍符合正、余弦定理，所以不论题目如何千变万化，变换条

件也好，变换结论也好.甚至在立体几何中的计算问题，只要紧紧抓住正、余弦定理，依托三角恒等变换

和代数恒等变换，就可以将复杂问题化为简单问题来计算或证明.

知能自主梳理

三解形面积公式

（1）S=
2
1

；

（2）S=
2
1
absinC=

2
1

=
2
1

;
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(3)S=
2
1
·r· (r 为内切圆半径).

［答案］ （1）底×高 （2）acsinB bcsinA （3）(a+b+c)

思路方法技巧

命题方向 利用正、余弦定理求边长

［例 1］ 如图所示，在四边形 ABCD 中，AD⊥CD,AD=10,AB=14,∠BDA=60°,

∠BCD=135°,求 BC 的长.

［分析］ 本题的图形是由两个三角形组成的四边形，在△ABD 中，已知两边和其中一边的对角，用

余弦定理可求出 BD 的长，在△BCD 中，应用正弦定理可求出 BC 的长.

［解析］ 在△ABD 中，由余弦定理，

得 AB2=AD2+BD2-2AD·BD·cos∠ADB,

设 BD＝x,则有 14
2
=10

2
+x2

-2×10xcos60°,

∴x2
-10x-96=0,

∴x1=16,x2=-6(舍去)，∴BD=16.

在△BCD 中，由正弦定理知 ，
BCD

BD
CDB

BC



 sinsin

∴BC= ·
135sin
16


sin30°＝8 2 .

［说明］ 解决此类问题的关键是将已知条件转化为三角形的边角关系，再利用正、余弦定理求解.

变式应用 1

如图所示，在△ABC 中，已知 BC=15,AB：AC=7；8,sinB=
7
34
,求 BC 边上的高 AD 的长.

［分析］ 要求高 AD 的长，可先求 AB 的长，再在 Rt△ADB 中，求出 AD 的长.

［解析］ 在△ABC 中，由已知设 AB=7x,AC=8x,x>0,由正弦定理，得
B

x
C
x

sin
8

sin
7

 ,

∴sinC=
2
3

7
34

8
7

8
sin7


x

Bx
.
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∴∠C=60°或 120°.

若∠C=120°，由 8x>7x，知∠B也为钝角，不合题意，故∠C≠120°.

∴∠C=60°.

由余弦定理，得（7x）2
=(8x) 2

+15
2
-2×8x×15cos60°,

∴x2-8x+15=0,解得 x=3 或 x=5.

∴AB=21 或 AB=35.

在 Rt△ADB 中，AD=ABsinB= AB，
7
34

∴AD=12 3或 20 3 .

命题方向 利用正、余弦定理求角度问题

［例 2］ 在△ABC 中，已知 AB= ，ABC，
6
6cos

3
64

 AC 边上的中线 BD= 5 ,求 sinA 的值.

［分析］ 要求 sinA 的值，需根据“D 是 AC 的中点”这个条件，取 BC 的中点 E，连结 DE，则 DE∥

AB，所以∠ABE+∠BED=180°,根据题目中的条件 cos∠ABC=
6
6

,进而求得 cos∠BED=－
6
6

.又由ＤＥ

2
1
AB,得 DE＝

2
1
×

3
62

6
64
 .在△BDE 中，利用余弦定理可求出 BE，从而 BC 可求.再在△ABC 中，利用

余弦定理可求出 AC，再利用正弦定理即可求出 sinA 的值.

［解析］ 如图所示，取 BC 的中点 E，连结 DE，则 DE∥AB,且 DE=

2
1
AB=

3
62
.

∵cos∠ABC=
6
6
,

∴cos∠BED=-
6
6
.

设 BE＝x,在△BDE 中，利用余弦定理，

可得 BD2
=BE2

+ED2
-2BE·EDcos∠BED,

即 5=x2
+ x。

6
6

3
622

3
8



解得 x=1 或 x=-
3
7

(舍去)，故 BC=2.

在△ABC 中，利用余弦定理，

可得 AC2
=AB2

+BC2
-2AB·BC·cos∠ABC=

3
28

,

即 AC=
3
212

.

又 sin∠ABC=
6
30cos1 2  ABC ，
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∴ .
14
70sin

6
30
3
212

sin
2

 A，
A

［说明］ 运用正、余弦定理解决有关问题时，需根据需要作出辅助线构造三角形，再在三角形中运

用定理求解.

变式应用 2

在△ABC 中，∠A、∠B、∠C 所对的边长分别为 a、b、c.设 a、b、c满足条件 b2
+c2

-bc=a2
和 3

2
1


b
c

,

求∠A 和 tanB 的值.

［解析］ 解法一：由余弦定理，得 cosA=
bc

acb
2

222 
=
2
1
.

因此，∠A=60°.

在△ABC 中，∠C=180°-∠A-∠B=120°-∠B.

由正弦定理,得
2
1
+ 3 =

 
B

B
B
C

b
c

sin
120sin

sin
sin 



= ，B
B

BB
2
1cot

2
3

sin
sin120coscos120sin




解得 cotB=2，从而 tanB=
2
1
.

解法二：由余弦定理，得 cosA=
bc

acb
2

222 
=
2
1
.

因此，∠A=60°.由 b2+c2-bc=a2,得(
b
a
)2=1+(

b
c
)2-

b
c
=1+

4
1
+ 3 +3-

2
1
- 3 =

4
15

.

∴
b
a
=

2
15

. ①

由正弦定理，得 sinB=
5
1

2
3

15
2sin A

a
b

.

由①式可知a＞b,故∠B＜∠A，因此∠B为锐角，于是cosB=
5
2sin1 2  B ,从而tanB=

2
1

cos
sin


B
B

.

探索延拓创新

命题方向 利用正、余弦定理解决平面几何中的面积问题

［例3］ 已知△ABC的角A、B、C所对的边分别是a、b、c，设向量m=(a,b), n=(sinB,sinA), p=(b-2,a-2).

（1）若 m∥n,求证：△ABC 为等腰三角形.

（2）若 m⊥p,边长 c=2,角 C＝
3


，求△ABC 的面积.

［分析］ (1) m∥n→asinA=bsinB→由正弦定理得 a=b→△ABC 为等腰三角形
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（2）m⊥p→a+b=ab→由余弦定理求出 ab→S△ABC

［解析］ （1）∵m∥n,∴asinA=bsinB,

ａ·
R
a
2

=b·
R
b
2

,其中 R 是三角形 ABC 外接圆半径，

∴a2=b2,a=b,

∴△ABC 为等腰三角形.

(2)由题意可知 m·p=0,即 a(b-2)+b(a-2)=0.

∴a+b=ab.

由余弦定理可知，4=a2+b2-ab=(a+b) 2-3ab,

即(ab) 2
-3ab-4=0,

∴ab=4(舍去 ab=-1).

∴S=
2
1
absinC=

2
1
·4·sin

3


= 3 .

［说明］ 解本题的关键是灵活运用正弦定理、余弦定理和三角形的面积公式，并能熟练地运用公式

进行求值.

变式应用 3

（1）在△ABC 中，若已知三边为连续整数，最大角为钝角，求最大角的余弦.

（2）求以（1）中的最大角为内角，相邻两边之和为 4的平行四边形的最大面积.

［解析］ （1）设三边长分别为 a-1,a,a+1,

由于最大角是钝角，所以(a-1) 2
+a2

-(a+1) 2
<0,

解得 0<a<4.又因为 a 为整数，所以 a=1 或 2 或 3.

当 a=1 时，a-1=0，不合题意舍去；

当 a=2 时，三边长为 1,2,3，不能构成三角形；

当 a=3 时，三边长为 2,3,4，设最大角为θ，则

cosθ=
4
1

322
432 222





.

（2）sinθ= .
4
15

4
11

2









设相邻两边分别为 x,y，则 x+y=4.

所以面积 S=xysinθ=
4
15

xy=
4
15

x(4-x)＝
4
15

［-(x-2) 2
+4］.

又因为 x∈(0,4)，所以当 x=2 时，S取得最大值 15
名师辨误做答

［例 4］ △ABC 中，a、b、c 分别是角 A、B、C 的对边，cosB= 21·,7,
5
3

 BCABa ，求∠C.

［误解］ ∵ cos||||· BCABBCAB  (π-B)
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=-accosB=-
5
3
ac=-21,

∴ac=35.

又∵a=7,

∴c=5.

由余弦定理，得 b2
=49+25-2×7×5×

5
3
＝32，

∴b=4 2

由正弦定理，得
B

b
sin

=
C

c
sin

,即 sinC=
b

Bc sin
.

又∵cosB=
5
3
,B∈(0,π),

∴sinB=
5
4
.

∴sinC=
2
2

24
5
45



，

∴∠C=
4
3

4


或 .

［辨析］ 误解中忽视了 c<a 这一条件，导致错误.

［正解］ ∵ cos||||· BCABBCAB  (π-B)

=-accosB=-
5
3
ac=-21∴ac=35.

又∵a=7,

∴c=5.

由余弦定理，得 b2=49+25-2×7×5×
5
3
＝32，

∴b=4 2 .

由正弦定理，得
B

b
sin

=
C

c
sin

,即 sinC=
b

Bc sin
.

又∵cosB=
5
3
,B∈(0,π),

∴sinB=
5
4
.

∴sinC=
2
2

24
5
45



，
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又∵c=5,a=7,

∴c<a,∴∠C<∠A,

故∠C 为锐角，∴∠C=
4


.

课堂巩固训练

一、选择题

1.三角形的两边长为 3cm、5cm,其夹角的余弦是方程 5x2
-7

x
-6=0 的根，则此三角形的面积是 ( )

A.6cm
2

B.
2
15

cm
2

C.8cm
2

D.10cm
2

［答案］ A

［解析］ 解方程 5x2
-7x-6=0,得

x1=-
5
3
或 x2=2.

由题意，得三角形的两边长为 3cm、5cm,其夹角的余弦为-
5
3
，

∴夹角的正弦为
2
4
，

故三角形的面积 S＝
2
1
×3×5×

2
1
＝6cm2.

2.在△ABC 中，周长为 7.5 cm,且 sinA：sinB：sinC=4： 5：6,下列结论：

①a：b：c=4：5：6

②a：b：c=2： 5： 6
③a=2 cm,b=2.5 cm,c=3 cm

④A：B：C=4：5：6

其中成立的个数是（ ）

A.0 个 B.1 个

C.2 个 D.3 个

［答案］ C

［解析］ 由正弦定理知 a：b：c=4：5：6,故①对，②错，④错；结合 a+b+c=7.5，知 a=2，b=2.5,c=3，

∴③对，∴选 C.

3.△ABC 中，若∠A=60°，b=16，此三角形面积 S=220 3，则 a 的值为 ( )

A.7 B.25

C.55 D.49

［答案］ D

［解析］ 由题意，得 S=220 3＝
2
1
bcsinA=

2
1
×16×c×

2
3
，

∴c=55.
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由余弦定理，得 a2=b2+c2-2bccosA

=16
2
+55

2
-2×16×55×

2
1
＝2401,

∴a=49.

二、填空题

4.在△ABC 中，a+b=12,A=60°,B=45°,则 a= .

［答案］ 36-12 6

［解析］ 由正弦定理





 45sin
12

60sin
aa

，

解之得 a=36-12 6 .

5.在△ABC 中，三个角 A、B、C的对边边长分别为 a=3,b=4,c=6,则 bccosA+accosB+abcosC 的值为

［答案］
2
61

［解析］ bccosA+cacosB+abcosC

=bc·
bc

acb
2

222 
+ca·

ca
bac

2

222 
+ab·

ab
cba

2

222 

= .
2
61

2
643

2

222222





 cba

三、解答题

6.在△ABC 中，角 A,B,C 所对的边分别为 a,b,c，且满足 cos .3·,
5
52

2
 ACABA

（1）求△ABC 的面积；

(2)若 c=1，求 a 的值.

［解析］ (1)∵cos ,
5
52

2


A

∴cosA=2cos2

2
A
-1=

5
3
,

∴sinA=
5
4
.

又由 ACAB· =3,得 bccosA=3,∴bc=5.

∴S△ABC=
2
1
bcsinA=2.

（2）由（1）知，bc=5,又 c=1,

∴b=5，

由余弦定理，得 a2=b2+c2-2bccosA=25+1-2×5×1×
5
3
=20,

∴a=2 5 .

课后强化作业
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一、选择题

1.已知△ABC 周长为 20，面积为 10 3，A=60°，则 BC 边长为（ ）

A.5 B.6

C.7 D.8

［答案］ C

［解析］ 由题设 a+b+c=20，
2
1
bcsin60°=10 3，∴bc=40.

a2
=b2

+c2
-2bccos60°=（b+c）2

-3bc

=（20-a）2-120.

∴a=7.

2.在△ABC 中，已知 B=45°,c=2 2 ,b=
3
34
,则 A 的值是 ( )

A.15° B.75°

C.105° D.75°或 15°

［答案］ D

［解析］ ∵
B

b
sin

=
C

c
sin

,∴sinC=
b

Bc sin
，

=
2
3

3
34
45sin22




.∵0°＜C＜180°.∴C=60°或 120°，

∴A=75°或 15°.

3.已知锐角三角形 ABC 中，| AB |=4,| AC |=1,△ABC 的面积为 3，则 AB · AC 的值为

( )

A.2 B.-2

C.4 D.-4

［答案］ A

［解析］ 由题意，得 S△ABC=
2
1
| AB |·| AC |·sinA

=
2
1
×4×1×sinA= 3 ,

∴sinA=
2
3
,

又∵A∈(0,
2


)，

∴cosA=
2
1
.

∴ AB · AC ＝| AB |·| AC |·cosA=4×1×
2
1
＝2.
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4.在△ABC 中，lga-lgb=lgsinB＝－lg 2 ,∠B 为锐角，则∠A 的值是（ ）

A.30° B.45°

C.60° D.90°

［答案］ A

［解析］ 由题意得
2
2sin  B

b
a

,又∵∠B 为锐角，

∴B=45°，又 ，BA，
B
A

b
a

2
1

2
2sinsin

2
2

sin
sin



∴∠A=30°.

5.在△ABC 中，A=
3


,AB=2,S△ABC= 2
3
,则 BC 的长为（ ）

A. 7 B.7

C. 3 D.3

［答案］ C

［解析］ ∵S△ABC=
2
1
AB·AC·sinA

=
2
1
×2×AC×

2
3
=
2
3
,∴AC=1.

则 BC2
=AB2

+AC2
-2AB·ACcosA

=2
2
+1

2
-2×2×1×

2
1
=3

∴BC= 3 ,故选 C.

6.已知锐角三角形的边长分别为 1，3，a，则 a 的取值范围是（ ）

A.（8，10） B.（2 2 ， 10 ）

C.（2 2 ，10） D.（ 10 ，8）

［答案］ B

1+3>a

［解析］ 若 a 是最大边，则

1
2
+3

2
>a

2

∴3≤a< 10 .

1+a>3

若 3 是最大边，则

1
2
+a

2
>3

2

∴3>a> 8 ,∴2 2 <a< 10 .

7.在△ABC 中，若 sinA：sinB：sinC=k：(k+1)：2k,则 k 的取值范围是（ ）

A.（2，+∞） B.（-∞，0）
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C.（-
2
1
，0） D.（

2
1
，+∞）

［答案］ D

［解析］ 由正弦定理知 a：b：c=sinA：sinB：sinC=k：(k+1)：2k,又因为三角形两边之和大于第三边，

k+(k+1)>2k

∴ (k+1)+2k>k

k+2k>k+1

所以 k>
2
1
，故选 D.

8.已知 a、b、c 为△ABC 的三个内角 A、B、C 的对边，向量 m=( 3 ,-1), n=(cosA,sinA).若 m⊥n，且

acosB+bcosA=csinC,则角 A、B 的大小分别为（ ）

A.
36
 ， B.

6
2

，
6


C.
3


，
6


D.
3


，
3


［答案］ C

［解析］ ∵m·n=0,

∴ 3 cosA-sinA=0,

∴tanA= 3 ,

又∵0<A<π,

∴A=
3


.

又∵acosB+bcosA=csinC,由正弦定理，得

sinAcosB+sinBcosA=sin2C,

∴sin(A+B)=sin2C,

∴sinC=sin2C,

∵sinC≠0,

∴sinC=1,

∴C=
2


,

∴B=
6


.

二、填空题

9.在△ABC 中，a=2 3 ,b= 6 ,A=45°，则边 c＝ .

［答案］ 3+ 3
［解析］ 由余弦定理，得

a2
=c2

+b2
-2cbcosA,
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∴12=c2+6-2 6 c×
2
2
，

∴c2-2 3 c-6=0,

解得 c=3+ 3 .

10.若
A

a
sin

=
B

b
sin

=
C

c
sin

，则△ABC 的形状为 .

［答案］ 正三角形

［解析］ 解法一:由正弦定理得

C
C

B
B

A
A

cos
sin

cos
sin

cos
sin

 ，

即 tanA=tanB=tanC，

∵A、B、C∈(0,π)，∴A=B=C,

∴△ABC 为等边三角形．

解法二:由正弦定理得 a=2RsinA,b=2RsinB, c=2RsinC,

代入
A

a
cos

=
B

b
cos

=
C

c
cos

得：

C
C

B
B

A
A

cos
sin

cos
sin

cos
sin

 ,

由
B
B

A
A

cos
sin

cos
sin

 得, sinAcosB-sinBcosA=0,

∴sin(A-B)=0.又-π<A-B<π.

∴A-B=0 得 A=B.

同理得 B=C，∴A=B=C.

所以△ABC 为等边三角形.

11.在△ABC 中，若 AB= 5，AC=5 且 cosC=
10
9

,则 BC= .

［答案］ 4或 5

［解析］ ∵（ 5）
2
=5

2
+BC2

-2×5×BC×
10
9

，∴BC2
-9BC+20=0，∴BC=4 或 5.

12.(2011·安徽理，14)已知△ABC 的一个内角为 120°，并且三边长构成公差为 4 的等差数列，则△ABC

的面积为 .

［答案］ 15 3
［解析］ 本题主要考查等差数列的概念，余弦定理的应用与三角形的面积公式.

设三角形的三边依次为 a-4,a,a+4,最大角为θ.

由余弦定理得（a+4）2
=a2

+(a-4) 2
-2a(a-4)cos120°,则 a=10,

所以三边长为 6,10,14,
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S△ABC=
2
1
×6×10×sin120°=15 3 .

三、解答题

13.在△ABC 中，BC=a，AC=b，a、b 是方程 x2
-2 3 x+2=0 的两个根，且 2cos(A+B)=1.求：（1）角 C的度数；

（2）AB 的长度.

［解析］ （1）cosC=cos［π-(A+B)］

=-cos(A+B)=-
2
1
，

∴C=120°.

a+b=2 3
(2)由已知得，ab=2，

∴AB2
＝AC2

+BC2
-2AC·BCcosC

=b2
+a2

-2abcos120°

=a2
+b2

+ab=(a+b) 2
-ab

=(2 3 )
2
-2=10，

∴AB= 10 .

14.在△ABC 中，B=30°，c=150,b=50 3 ,试判断△ABC 的形状.

［解析］ 由正弦定理，得 sinC=
350
30sin150sin 


b

Bc

＝
2
3
.

又∵c>b,

∴C>B,

∴C=60°或 C=120°.

当 C=60°时，A=180°-（30°+60°）＝90°；

当 C=120°时，A=180°-（30°+120°）＝30°.

∴△ABC 是直角三角形或等腰三角形.

15.在△ABC 中，C-A=
2


，sinB=
3
1
.

（1）求 sinA 的值；

（2）设 AC= 6 ，求△ABC 的面积.

［解析］ （1）由 C-A=
2


和 A+B+C=π，

得 2A=
2


-B,0<A<
4


.
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∴cos2A=sinB, 即 1-2sin
2A=

3
1
,

∴sinA=
3
3
.

（2）由（1）得 cosA=
3
6
.

又由正弦定理，得
B

AC
A

BC
sinsin

 ,

∴BC= 23

3
1
3
36

sin
sin





B

AAC
.

∵C-A=
2


,∴C=
2


+A,

∴sinC=sin(
2


+A)=cosA=
3
6
,

∴S△ABC=
2
1
AC·BC·sinC=

2
1
× 6 ×3 2 ×

3
6
=3 2 .

16.在△ABC 中，角 A,B,C 所对的边分别为 a,b,c，已知 cos2C=－
4
1
.

（1) 求 sinC 的值；

(2)当 a=2,2sinA=sinC 时，求 b及 c的长.

［解析］ (1)∵cos2C=1-2sin2C=-
4
1
，0<C<π,

∴sinC=
4
10

.

(2)当 a=2,2sinA=sinC 时,由正弦定理
A

a
sin

=
C

c
sin

,得 c=4,

由 cos2C=2cos2C-1=-
4
1
,及 0<C<π得

cosC=±
4
6
.

由余弦定理 c2=a2+b2-2abcosC，得

b2
± 6 b-12=0,

解得 b= 6 或 2 6 ，

b= 6 b=2

所以 或

c=4 c=4
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