3.函数模型及其应用

知识归纳
1．求解函数应用问题的思路和方法
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2．函数建模的基本流程

[image: image2]
误区警示

   求解函数应用题时，关键环节是审题，审题时：

一要弄清问题的实际背景，注意隐含条件；

二是将文字语言恰当准确的翻译为数学语  

    言，用数学表达式加以表示；

三是弄清给出什么条件，解决什么问题，通  

    过何种数学模型加以解决；

四是严格按各种数学模型的要求进行推理运

    算，并对运算结果作出实际解释．

3．常见函数模型的理解 
（1）一次函数模型（其增长特点是直线上升（
[image: image3.wmf]x

的系数
[image: image4.wmf]0
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），通过图象可很直观地认识它）、 二次函数型、正反比例函数型

（2）指数函数模型：能用指数型函数表达的函数模型，其增长特点是随着自变量的增大，函数值增大的速度越来越快
[image: image5.wmf])
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，常形象地称之为“指数爆炸”。

（3）对数函数模型：能用对数函数表达式表达的函数模型，其增长特点是开始阶段增长得较快
[image: image6.wmf])
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，但随着
[image: image7.wmf]x

的逐渐增大，其函数值变化越来越慢，常称之为“蜗牛式增长”。

（4）幂函数模型：能用幂函数表示表达的函数模型，其增长情况随
[image: image8.wmf]n

x

中
[image: image9.wmf]n

的取值变化而定，常见的有二次函数模型。

（5）分式（“勾”） 函数模型：形如
[image: image10.wmf])
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的函数模型，在现实生活中有着广泛的应用，常利用“基本不等式”解决，有时通过利用导数研究其单调性来求最值。

四．典例解析

题型1：正比例、反比例、一次函数型和二次函数型
例1．某种商品原来定价为每件a元时，每天可售出m件，现在把定价降低x个百分点（即x％）后，售出数量增加了y个百分点，且每天的销售额是原来的k倍。

（1） 设y=nx，其中n是大于1的常数，试将k写成x的函数；

（2） 求销售额最大时x的值（结果可用喊n的式子表示）；

（3） 当n＝2时，要使销售额比原来有所增加，求x的取值范围。

解：（1）依题意有a(1-x%)×m(1+y%)=kam，将y=nx代入，化简得
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  （2）由（1）知当
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时，k值最大。因为销售额为amk，所以此时销售额也最大，且销售额最大为
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（3）当n=2时，
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1

1

5000100

x

kx

=-++

要使销售额有所增加，需k＞1，所以
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＞0，故x∈（0，50），这就是说，当销售额有所增加时，降价幅度的范围需要在原价的一半以内。

题型2：分段函数型

例2某厂生产某种零件，每个零件的成本为40元，出厂单价定为60元，该厂为鼓励销售商订购，决定当一次订购量超过100个时，每多订购一个，订购的全部零件的出厂单价就降低0.02元，但实际出厂单价不能低于51元。

（I）当一次订购量为多少个时，零件的实际出厂单价恰降为51元？

（II）设一次订购量为x个，零件的实际出厂单价为P元，写出函数
[image: image16.wmf])
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的表达式；

（III）当销售商一次订购500个零件时，该厂获得的利润是多少元？如果订购1000个，利润又是多少元？（工厂售出一个零件的利润＝实际出厂单价－成本）

[解题思路]根据题意及“工厂售出一个零件的利润＝实际出厂单价－成本”建立函数模型进行求解

【解析】（1）设每个零件的实际出厂价恰好降为51元，一次订购量为[image: image17.png]


个，则[image: image18.png]60-51
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。
因此，当一次定购量为550个时，零件的实际出厂单价恰降为51元。
（2）当[image: image19.png]0 <x=100



时，P＝60；
当[image: image20.png]100 < x <550



时，[image: image21.png]P =60-002(x—100) = 62— —
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；
当[image: image22.png]x=550



时，P＝51。
所以[image: image23.png]60, 0 <x =100,
P=f(n)= 527%, 100 <x <550,

51, 22550





 INCLUDEPICTURE "http://360edu.com/tongbu/gaoyi/7824/g1sxfb824.files/image047.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image24.png](xeN)




（3）设销售商的一次订购量为[image: image25.png]


个时，该厂获得的利润为L元，则
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，
当[image: image29.png]x=500



时，L＝6000；当[image: image30.png]x=1000



时，L＝11000。
故当销售商一次订购 500 个零件时，该厂获得的利润是6000元；如果订购1000个，利润是11000元．
[名师指引]求解数学应用题必须突破三关：

（1）阅读理解关：一般数学应用题的文字阅读量都比较大，要通过阅读审题，找出关键词、句，理解其意义．

（2）建模关：即建立实际问题的数学模型，将其转化为数学问题．

（3）数理关：运用恰当的数学方法去解决已建立的数学模型．

题型3：指数、对数型函数

例3．按复利计算利息的一种储蓄，本金为a元，每期利率为r，设本利和为y，存期为x，写出本利和y岁存期x变化的函数式，如果存入本金1000元，每期利率2.25％，试计算5期后的本利和是多少？
解：已知本金为a元，1期后的本利和为y1=a＋a×r＝a(1+r),2期后的的本利和为y2=a(1+r)2，。。。。x期后的本利和为：y=a(1+r)x,

将a=1000，r=2.25%，x=5代入得y=1000×（1＋2.25％）5
用计算器可得y=1117.68（元）

点评：对于指数函数、对数函数要熟练应用近似计算的知识，来对事件进行合理的解析。

题型4：分式（不等式）型

例4．对1个单位质量的含污物体进行清洗, 清洗前其清洁度(含污物体的清洁度定义为: 
[image: image31.wmf]）

物体质量（含污物）

污物质量
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为
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.

0

, 要求清洗完后的清洁度为
[image: image33.wmf]99
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.  有两种方案可供选择, 方案甲: 一次清洗;   方案乙: 分两次清洗. 该物体初次清洗后受残留水等因素影响, 其质量变为
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. 设用
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单位质量的水初次清洗后的清洁度是
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 EMBED Equation.3  [image: image37.wmf])
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, 用
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单位质量的水第二次清洗后的清洁度是
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, 其中
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 EMBED Equation.3  [image: image41.wmf])
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是该物体初次清洗后的清洁度.。

(Ⅰ)分别求出方案甲以及
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时方案乙的用水量, 并比较哪一种方案用水量较少; 

(Ⅱ)若采用方案乙, 当
[image: image43.wmf]a

为某固定值时, 如何安排初次与第二次清洗的用水量, 使总用水量最小? 并讨论
[image: image44.wmf]a

取不同数值时对最少总用水量多少的影响.
解析：(Ⅰ)设方案甲与方案乙的用水量分别为x与z,由题设有
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由
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得方案乙初次用水量为3, 第二次用水量y满足方程:      
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解得y=4
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,故z=4
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即两种方案的用水量分别为19与4
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[image: image51.wmf]13,4(4)0,

axzaxz

££-=->>

时

即

,故方案乙的用水量较少.

（II）设初次与第二次清洗的用水量分别为
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与
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，类似（I）得
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image58.wmf]1
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当
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故
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时总用水量最少,

此时第一次与第二次用水量分别为
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)是增函数，这说明,随着
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的值的最少总用水量, 最少总用水量最少总用水量.

点评：该题建立了函数解析式后，通过基本不等式“
[image: image71.wmf]x
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”解释了函数的最值情况，而解决了实际问题。该问题也可以用二次函数的单调性判断。
五．思维总结
1．将实际问题转化为函数模型，比较常数函数、一次函数、指数函数、对数函数模型的增长差异，结合实例体会直线上升、指数爆炸、对数增长等不同函数类型增长的含义。

2．怎样选择数学模型分析解决实际问题
数学应用问题形式多样，解法灵活。在应用题的各种题型中，有这样一类题型：信息由表格数据的形式给出，要求对数据进行合理的转化处理，建立数学模型，解答有关的实际问题。解答此类题型主要有如下三种方法：
（1）直接法：若由题中条件能明显确定需要用的数学模型，或题中直接给出了需要用的数学模型，则可直接代入表中的数据，问题即可获解；
（2）列式比较法：若题所涉及的是最优化方案问题，则可根据表格中的数据先列式，然后进行比较；
（3）描点观察法：若根据题设条件不能直接确定需要用哪种数学模型，则可根据表中的数据在直角坐标系中进行描点，作出散点图，然后观察这些点的位置变化情况，确定所需要用的数学模型，问题即可顺利解决。下面举例进行说明。

六：作业 《走向高考》
课后练习

1某地区上年度电价为0.8元/（千瓦·时），年用电量为a千瓦·时.本年度计划将电价降到0.55元／（千瓦·时）至0.75元／（千瓦·时）之间，而用户期望电价为0.4元／（千瓦·时）.经测算，下调电价后新增的用电量与实际电价和用户期望电价的差成反比（比例系数为k）.该地区电力的成本价为0.3元／（千瓦·时）.

（1）写出本年度电价下调后，电力部门的收益y与实际电价x的函数关系式；

（2）设k＝0.2a，当电价最低定为多少时仍可保证电力部门的收益比上年至少增长20%?

〔注：收益＝实际用电量×（实际电价－成本价）〕

[解题思路]先根据题意写出收益y与实际电价x的函数关系式，然后再列出不等式求解

[解析] （1）设下调后的电价为x元／（千瓦·时），依题意知用电量增至
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（2）依题意有
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整理得
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解此不等式得0.60≤x≤0.75.

答：当电价最低定为0.60元／（千瓦·时）时，仍可保证电力部门的收益比去年至少增长20%.

2．运货卡车以每小时
[image: image76.wmf]x

千米的速度匀速行驶130千米路程, 

按交通法规限制50≤x≤100 (单位: 千米/小时). 假设汽油的价格是每升2元, 而汽车每小时耗油
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升, 司机的工资是每小时14元.

（Ⅰ）求这次行车总费用y关于y的表达式；

（Ⅱ）当
[image: image78.wmf]x

为何值时, 这次行车的总费用最低, 并求出最低费用的值（精确到小数点后两位，
[image: image79.wmf]16
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[解题思路]根据题意建立y与x的函数关系，然后再求y的最小值

（Ⅰ）设行车所用时间为
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所以，这次行车总费用
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（或：
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答：当
[image: image89.wmf]x

约为56.88km/h时，这次行车的总费用最低，最低费用的值约为82.16元. 

3．某厂家拟在2008年举行促销活动，经调查测算，该产品的年销售量（即该厂的年产量）x万件与年促销费用m万元（m≥0）满足
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，如果不搞促销活动，则该产品的年销售量只能是1万件。已知2008年生产该产品的固定投入为8万元，每生产1万件该产品需要再投入16万元，厂家将每件产品的销售价格定为每件产品年平均成本的1.5倍（产品成本包括固定投入和再投入两部分资金，不包括促销费用）。

   （1）将2008年该产品的利润y万元表示为年促销费用m万元的函数；

   （2）该厂家2008的促销费用投入多少万元时，厂家的利润最大？ 

解：（1）由题意可知，当
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    每件产品的销售价格为
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当且仅当

（万元）时，
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（万元）。所以该厂家2006年的促销费用投入3万元时，厂家的利润最大，最大值为21万元。
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