
专题 08 解析几何

平面解析几何主要介绍用代数知识研究平面几何的方法．为此，我们要关注：将几何问

题代数化，用代数语言描述几何要素及其关系，将几何问题转化为代数问题，处理代数问题，

分析代数结果的几何含义，最终解决几何问题．

在此之中，要不断地体会数形结合、函数与方程及分类讨论等数学思想与方法．要善于

应用初中平面几何、高中三角函数和平面向量等知识来解决直线、圆和圆锥曲线的综合问题．

§8－1 直角坐标系

【知识要点】

1．数轴上的基本公式

设数轴的原点为 O，A，B为数轴上任意两点，OB＝x2，OA＝x1，称 x2－x1叫做向量 AB

的坐标或数量，即数量 AB＝x2－x1；数轴上两点 A，B的距离公式是

d(A，B)＝|AB｜＝|x2－x1|．

2．平面直角坐标系中的基本公式

设 A，B为直角坐标平面上任意两点，A(x1，y1)，B(x2，y2)，则 A，B两点之间的距离

公式是 .)()(||),.( 2
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A，B两点的中点 M(x，y)的坐标公式是 
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3．空间直角坐标系

在空间直角坐标系 O－xyz中，若 A(x1，y1，z1)，B(x2，y2，z2)，A，B两点之间的距离

公式是

.)()()(||),( 2
12

2
12

2
12 zzyyxxABBAd 

【复习要求】

1．掌握两点间的距离公式，中点坐标公式；会建立平面直角坐标系，用坐标法(也称为

解析法)解决简单的几何问题．

2．了解空间直角坐标系，会用空间直角坐标系刻画点的位置，并掌握两点间的距离公

式．



【例题分析】

例 1 解下列方程或不等式：

(1)｜x－3｜＝1；(2)|x－3｜≤4；(3)1＜|x－3｜≤4．

略解：(1)设直线坐标系上点 A，B的坐标分别为 x，3，

则｜x－3｜＝1表示点 A到点 B的距离等于 1，如图 8－1－1所示，

图 8－1－1

所以，原方程的解为 x＝4或 x＝2．

(2)与(1)类似，如图 8－1－2，

图 8－1－2

则｜x－3｜≤4表示直线坐标系上点 A到点 B的距离小于或等于 4，

所以，原不等式的解集为{x｜－1≤x≤7}．

(3)与(2)类似，解不等式 1＜｜x－3｜，得解集{x|x＞4，或 x＜2｝，

将此与不等式|x－3｜≤4的解集{x|－1≤x≤7｝取交集，

得不等式 1＜|x－3｜≤4的解集为{x｜－1≤x＜2，或 4＜x≤7｝．

【评析】解绝对值方程或不等式时，如果未知数 x的次数和系数都为 1，那么可以利用

绝对值的几何意义来解绝对值方程或不等式．｜x－a｜的几何意义：表示数轴(直线坐标系)

上点 A(x)到点 B(a)的距离．

例 2 已知矩形 ABCD及同一平面上一点 P，求证：PA2＋PC2＝PB2＋PD2．

解：如图 8－1－3，以点 A为原点，以 AB为 x轴，向右为正方向，以 AD为 y轴，向

上为正方向，建立平面直角坐标系．



图 8－1－3

设 AB＝a，AD＝b，则 A(0，0)，B(a，0)，C(a，b)，D(0，b)，

设 P(x，y)，

则 22222222 ))()(()( byaxyxPCPA 

＝x2＋y2＋(x－a)2＋(y－b)2，

22222222 ))(())(( byxyaxPDPB 

＝x2＋y2＋(x－a)2＋(y－b)2，

所以 PA2＋PC2＝PB2＋PD2．

【评析】坐标法是解析几何的一个基本方法,非常重要．坐标法中要注意坐标系的建立，

理论上，可以任意建立坐标系，但是坐标系的位置会影响问题解决的复杂程度，适当的坐标

系可以使解题过程较为简便．

例 3 已知空间直角坐标系中有两点 A(1，2，－1)，B(2，0，2)．

(1)求 A，B两点的距离；

(2)在 x轴上求一点 P，使｜PA|＝｜PB|；

(3)设 M为 xOy平面内的一点，若|MA｜＝｜MB｜，求 M点的轨迹方程．

解：(1)由两点间的距离公式，得 .14)21()02()21(|| 222 AB

(2)设 P(a，0，0)为 x轴上任一点，由题意得 222 )10()20()1( a

40)2( 2  a ，

即 a2－2a＋6＝a2－4a＋8，解得 a＝1，所以 P(1，0，0)．



(3)设 M(x，y，0)，则有 ,4)0()2()10()2()1( 22222  yxyx

整理可得 x－2y－1＝0．

所以，M点的轨迹方程为 x－2y－1＝0．

【评析】由两点间的距离公式建立等量关系，体现了方程思想的应用．

练习 8－1

一、选择题

1．数轴上三点 A，B，C的坐标分别为 3，－1，－5，则 AC＋CB等于( )

A．－4 B．4 C．－12 D．12

2．若数轴上有两点 A(x)，B(x2)(其中 x∈R)，则向量 AB的数量的最小值为( )

A．
2
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B．0 C．
4
1

D．
4
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3．在空间直角坐标系中，点(1，－2，3)关于 yOz平面的对称点是( )

A．(1，－2，－3) B．(1，2，3) C．(－1，－2，3) D．(－1，2，3)

4．已知平面直角坐标内有三点 A(－2，5)，B(1，－4)，P(x，y)，且｜AP|＝｜BP|，则实数

x，y满足的方程为( )

A．x＋3y－2＝0 B．x－3y＋2＝0

C．x＋3y＋2＝0 D．x－3y－2＝0

二、填空题

5．方程｜x＋2｜＝3的解是______；不等式｜x＋3｜≥2的解为______．

6．点 A(2，3)关于点 B(－4，1)的对称点为______．

7．方程｜x＋2｜－｜x－3｜＝4的解为______．

8．如图 8－1－4，在长方体 ABCD－A1B1C1D1中，|DA|＝3，|DC｜＝4，|DD1|＝2，A1C的中

点为M，则点 B1的坐标是______，点M的坐标是______，M关于点 B1的对称点为______．



图 8－1－4

三、解答题

9．求证：平行四边形 ABCD满足 AB2＋BC2＋CD2＋DA2＝AC2＋BD2．

10．求证：以 A(4，3，1)，B(7，1，2)，C(5，2，3)三点为顶点的三角形是一个等腰三角形．

11．在平面直角坐标系中，设 A(1，3)，B(4，5)，点 P在 x轴上，求|PA|＋｜PB｜的最小值．

§8－2 直线的方程

【知识要点】

1．直线方程的概念

如果以一个方程的解为坐标的点都在某条直线上，且这条直线上点的坐标都是这个方程

的解，那么这个方程叫做这条直线的方程．．．．．，这条直线叫做这个方程的直线．．．．．．

2．直线的倾斜角和斜率

x轴正向与直线向上的方向所成的角叫做这条直线的倾斜角．．．．并规定，与 x轴平行或重

合的直线的倾斜角为零度角．因此，倾斜角的取值范围是 0°≤＜180°．



我们把直线 y＝kx＋b中的系数 k叫做这条直线的斜率．．．设 A(x1，y1)，B(x2，y2)为直线 y

＝kx＋b上任意两点，其中 x1≠x2，则斜率 
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倾斜角为 90°的直线的斜率不存在，倾斜角为的直线的斜率 k＝tan(≠90°)．

3．直线方程的几种形式

点斜式：y－y1＝k(x－x1)；

斜截式：y＝kx＋b；

两点式： );,( 2121
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一般式：Ax＋By＋C＝0(A2＋B2≠0)．

4．两条直线相交、平行与重合的条件

设直线 l1：A1x＋B1y＋C1＝0，l2：A2x＋B2y＋C2＝0，则

(1)l1与 l2相交 A1B2－A2B1≠0或 )0( 22
2
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(2)l1与 l2平行
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(3)l1与 l2重合
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当直线 l1与 l2的斜率存在时，设斜率分别为 k1，k2，截距分别为 b1，b2，则

l1与 l2相交 k1≠k2；

l1∥l2 k1＝k2，b1≠b2；

l1与 l2重合 k1＝k2，b1＝b2．

5．两条直线垂直的条件

设直线 l1：A1x＋B1y＋C1＝0，l2：A2x＋B2y＋C2＝0，则 l1⊥l2 A1A2＋B1 B2＝0．

当直线 l1与 l2的斜率存在时，设斜率分别为 k1，k2，则 l1⊥l2 k1k2＝－1．



6．点到直线的距离

点 P(x1，y1)到直线 l：Ax＋By＋C＝0的距离 d的计算公式 
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【复习要求】

1．理解直线的倾斜角和斜率的概念，掌握过两点的直线斜率的计算公式．根据确定直

线位置的几何要素，探索并掌握直线方程的几种形式：点斜式、两点式及一般式，体会斜截

式与一次函数的关系．

2．掌握两条直线平行与垂直的条件，点到直线的距离公式．能够根据直线的方程判断

两条直线的位置关系，能用解方程组的方法求两直线的交点坐标．

【例题分析】

例 1(1)直线 082  yx 的斜率是______，倾斜角为______；

(2)设 A(2，3)，B(－3，2)，C(－1，－1)，过点 C且斜率为 k的直线 l与线段 AB相交，

则斜率 k的取值范围为______．

略解：(1)直线 082  yx 可以化简为 ，2
28

2
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 xy

所以此直线的斜率为 2
2

 ，倾斜角 ;2
2tanarcπ 

(2)如图 8－2－1，设直线 AC的倾斜角为，

图 8－2－1

因为此直线的斜率为
3
4
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ACk ，所以 ;
3
4tan 

设直线 BC的倾斜角为，因为此直线的斜率为 ,
2
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BCk



所以 
2
3tan 

因为直线 l与线段 AB相交，所以直线 l的倾斜角满足≤≤，

由正切函数图象，得 tan≥tan 或 tan≤tan，

故 l斜率 k的取值范围为 ]
2
3,[],

3
4[  k ．

【评析】(1)求直线的斜率常用方法有三种：

①已知直线的倾斜角，当≠90°时，k＝tan；

②已知直线上两点的坐标(x1，y1)，(x2，y2)，当 x1≠x2时，k＝
12
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；

③已知直线的方程 Ax＋By＋C＝0，当 B≠0时，k＝
B
A

 ．

(2)已知直线的斜率 k求倾斜角时，要注意当 k>0时，＝arctank；当 k<0时，＝－

arctan|k|．

例 2 根据下列条件求直线方程：

(1)过点 A(2，3)，且在两坐标轴上截距相等；

(2)过点 P(－2，1)，且点 Q(－1，－2)到直线的距离为 1．

解：(1)设所求直线方程为 y－3＝k(x－2)，或 x＝2(舍)，

令 y＝0，得 x＝2－
k
3
(k≠0)；令 x＝0，得 y＝3－2k，

由题意，得 2－
k
3
＝3－2k，解得 k＝

2
3
或 k＝－1，

所以，所求直线方程为 3x－2y＝0或 x＋y－5＝0；

(2)设所求直线方程为 y－1＝k(x＋2)或 x＝－2，

当直线为 y－1＝k(x＋2)，即 kx—y＋(2k＋1)＝0时，

由点 Q(－1，－2)到直线的距离为 1，得
1

|122|
2 



k
kk

＝1，解得
3
4

k ，



所以，直线 0
3
5

3
4

 yx ，即 4x＋3y＋5＝0符合题意；

当直线为 x＝－2时，检验知其符合题意．

所以，所求直线方程为 4x＋3y＋5＝0或 x＝－2．

【评析】求直线方程，应从条件出发，合理选择直线方程的形式，并注意每种形式的适

应条件．特别地，在解题过程中要注意“无斜率”，“零截距”的情况．

例 3 已知直线 l1：(m－2)x＋(m＋2)y＋1＝0，l2：(m2－4)x—my－3＝0，

(1)若 l1∥l2，求实数 m的值；

(2)若 l1⊥l2，求实数 m的值．

解法一：(1)因为 l1∥l2，所以(m－2)(－m)＝(m＋2)(m2－4)，

解得 m＝2或 m＝－1或 m＝－4，

验证知两直线不重合，

所以 m＝2或 m＝－1或 m＝－4时，l1∥l2；

(2)因为 l1⊥l2，所以(m－2)(m2－4)＋(－m)(m＋2)＝0，

解得 m＝－2或 m＝1或 m＝4．

解法二：当 l1斜率不存在，即 m＝－2时，代入直线方程，知 l1⊥l2；

当 l2斜率不存在，即 m＝0时，代入直线方程，知 l1与 l2既不平行又不垂直；

当 l1，l2斜率存在，即 m≠0，m≠－2时，

可求 l1，l2，如的斜率分别为 k1＝－
2
2－

m
m

，k2＝
m

m 42 
，截距 b1＝－

2
1
m

，b2＝
m
3

 ，

若 l1∥l2，由 k1＝k2，b1≠b2，解得 m＝2或 m＝－1或 m＝－4，

若 l1⊥l2，由 k1k2＝－1，解得 m＝1或 m＝4

综上，(1)当 m＝2或 m＝－1或 m＝－4时，l1∥l2；

(2)当 m＝－2或 m＝1或 m＝4时，l1⊥l2．

【评析】两条直线平行与垂直的充要条件有几个，但各有利弊．简洁的(如解法一)相互

之间易混淆，好记的要注意使用条件(如解法二，易丢“无斜率”的情况)，解题过程中要注



意正确使用．

例 4 已知直线 l过两直线 l1：3x－y－1＝0与 l2：x＋y－3＝0的交点，且点 A(3，3)和

B(5，2)到 l的距离相等，求直线 l的方程．

【分析】所求直线 l有两种情况：一是 l与 AB平行；二是点 A，B在 l的两侧，此时 l

过线段 AB的中点．

解：解方程组
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yx
yx

得交点(1，2)，

由题意，当①l与 AB平行；或②l过 A，B的中点时．可以使得点 A，B到 l的距离相等．

①当 l∥AB时，因为
2
1

53
23





ABk ，此时 )1(
2
12:  xyl ，即 x＋2y－5＝0；

②当 l过 AB的中点时，因为 AB的中点坐标为 ),
2
5,4(M 所以 ,

14
1

2
2
5

2:






 xyl

即 l：x－6y＋11＝0．

综上，所求的直线 l的方程为 x＋2y－5＝0或 l：x－6y＋11＝0．

例 5 已知直线 l1：y＝kx＋2k与 l2：x＋y＝5的交点在第一象限，求实数 k的取值范围．

解法一：解方程组






5
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kkxy
，得交点 ),

1
255,

1
25(








k
k

k
k

由题意，得




















0
1
255

0
1
25

k
k

k
k

，解得 
2
50 k

解法二：如图 8－2－2，由 l1：y＝k(x＋2)，知 l1过定点 P(－2，0)，



图 8－2－2

由 l2：x＋y＝5，知 l2坐标轴相交于点 A(0，5)，B(5，0)，

因为 ,0,
2
5

20
05





 BPAP kk

由题意，得 
2
50 k

【评析】在例 4，例 5中，要充分利用平面几何知识解决问题，体会数形结合的思想与

方法；要会联立两个曲线(直线)的方程，解方程得到曲线的交点，体会方程思想．

例 6 如图 8－2－3，过点 P(4，4)的直线 l与直线 l1：y＝4x相交于点 A(在第一象限)，

与 x轴正半轴相交于点 B，求△ABO面积的最小值．

图 8－2－3

解：设 B(a，0)，则 ),4(
4

044: 



 x
a

yl

将 y＝4x代入直线 l的方程，

得点 A的坐标为 ),3)(
3

4,
3

( 


a
a
a

a
a

则△ABO的面积 ,

12
1)

6
11(3

2
3

4
2
1

2 





a
a
aaS

所以当 a＝6时，△ABO的面积 S取到最小值 24．

练习 8－2

一、选择题

1．若直线 l的倾斜角的正弦为
5
3
，则 l的斜率 k是( )



A．
4
3

 B．
4
3

C．
4
3

 或
4
3

D．
3
4
或

3
4



2．点 P(a＋b，ab)在第二象限内，则 bx＋ay－ab＝0直线不经过的象限是( )

A．第一象限 B．第二象限 C．第三象限 D．第四象限

3．“
2
1

m ”是“直线(m＋2)x＋3my＋1＝0与直线(m－2)x＋(m＋2)y－3＝0相互垂直”的

( )

A．充分必要条件 B．充分而不必要条件

C．必要而不充分条件 D．既不充分也不必要条件

4．若直线 3:  kxyl 与直线 2x＋3y－6＝0的交点位于第一象限，则 l的倾角的取值范

围( )

A． )
3
π,

6
π[ B． )

2
π,

3
π( C )

2
π,

6
π( ． D． ]

2
π,

6
π[

二、填空题

5．已知两条直线 l1：ax＋3y－3＝0，l2：4x＋6y－1＝0，若 l1∥l2，则 a＝_______．

6．已知点 A(3，0)，B(0，4)，则过点 B且与 A的距离为 3的直线方程为_______．

7．若点 P(3，4)，Q(a，b)关于直线 x－y－1＝0对称，则 a＋2b＝_______．

8．若三点 A(2，2)，B(a，0)，C(0，b)，(ab≠0)共线，则
ba
11

 的值等于_______．

三、解答题

9．已知点 P在直线 2x＋3y－2＝0上，点 A(1，3)，B(－1，－5)．

(1)求｜PA｜的最小值；

(2)若|PA|＝|PB|，求点 P坐标．

10．若直线 l夹在两条直线 l1：x－3y＋10＝0与 l2：2x＋y－8＝0之间的线段恰好被点 P(0，

1)平分，求直线 l的方程．



11．已知点 P到两个定点 M(－1，0)、N(1，0)距离的比为 2 ，点 N到直线 PM的距离为 1．求

直线 PN的方程．

§8－3 简单的线性规划问题

【知识要点】

1．二元一次不等式(组)所表示的平面区域

(1)一般地，二元一次不等式 Ax＋By＋C＞0在平面区域中表示直线 Ax＋By＋C＝0某一

侧的所有点组成的平面区域(开半平面)，且不含边界线．不等式 Ax＋By＋C≥0所表示的平

面区域包括边界线(闭半平面)．

(2)由几个不等式组成的不等式组所表示的平面区域，是指各个不等式组所表示的平面

区域的公共部分．

(3)可在直线 Ax＋By＋C＝0的某一侧任取一点，一般地取特殊点(x0，y0)，从 Ax0＋By0
＋C的正(或负)来判断 Ax＋By＋C＞0(或 Ax＋By＋C＜0)所表示的区域．当 C≠0时，常把原

点(0，0)作为特殊点．

(4)也可以利用如下结论判断区域在直线哪一侧：

①y＞kx＋b表示直线上方的半平面区域；y＜kx＋b表示直线下方的半平面区域．

②当 B＞0时，Ax＋By＋C＞0表示直线上方区域，Ax＋By＋C＜0表示直线下方区域．

2．简单线性规划

(1)基本概念

目标函数：关于 x，y的要求最大值或最小值的函数，如 z＝x＋y，z＝x2＋y2等．

约束条件：目标函数中的变量所满足的不等式组．

线性目标函数：目标函数是关于变量的一次函数．

线性约束条件：约束条件是关于变量的一次不等式(或等式)．



线性规划问题：在线性约束条件下，求线性目标函数的最大值或最小值问题．

最优解：使目标函数达到最大值或最小值的点的坐标，称为问题的最优解．

可行解：满足线性约束条件的解(x，y)叫可行解．

可行域：由所有可行解组成的集合叫可行域．

(2)用图解法解决线性规划问题的一般步骤：

①分析并将已知数据列出表格；

②确定线性约束条件；

③确定线性目标函数；

④画出可行域；

⑤利用线性目标函数，求出最优解；

⑥实际问题需要整数解时，应适当调整确定最优解．

【复习要求】

1．了解二元一次不等式的几何意义，能用平面区域表示二元一次不等式组．

2．能从实际情境中抽象出一些简单的二元线性规划问题，并能加以解决．

【例题分析】

例 1 (1)若点(3，1)在直线 3x－2y＋a＝0的上方，则实数 a的取值范围是______；

(2)若点(3，1)和(－4，6)在直线 3x－2y＋a＝0的两侧，则实数 a的取值范围是______．

解：(1)将直线化为 ,
22

3 axy 

由题意，得
2

3
2
31 a

 ，解得 a＜－7．

(2)由题意，将两点代入直线方程的左侧所得符号相反，

则(3×3－2＋a)[3×(－4)－12＋a]＜0，即(a＋7)(a－24)＜0，

所以，实数 a的取值范围是(－7，24)．

例 2 (1)如图 8－3－1，写出能表示图中阴影部分的不等式组；



图 8－3－1

(2)如果函数 y＝ax2＋bx＋a的图象与 x轴有两个交点，试在 aOb坐标平面内画出点(a，

b)表示的平面区域．

略解：(1) ，
022

1
0
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(2)由题意，得 b2－4a2＞0，即(2a＋b)(2a－b)＜0，

所以
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02
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或
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02
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ba

，点(a，b)表示的平面区域如图 8－3－2．

图 8－3－2

【评析】除了掌握二元一次不等式表示平面区域外，还应关注给定平面区域如何用不等

式表示这个逆问题．

例 3 已知 x，y满足













.033
,042
,022

yx
yx
yx

求：

(1)z1＝x＋y的最大值；

(2)z2＝x－y的最大值；

(3)z3＝x2＋y2的最小值；



(4)
14 


x
yz 的取值范围(x≠1)．

略解：如图 8－3－3，作出已知不等式组表示的平面区域．

图 8－3－3

易求得 M(2，3)，A(1，0)，B(0，2)．

(1)作直线 x＋y＝0，通过平移，知在 M点，z1有最大值 5；

(2)作直线 x－y＝0，通过平移，知在 A点，z2有最大值 1；

(3)作圆 x2＋y2＝r2，显然当圆与直线 2x＋y－2＝0相切时，r2有最小值
2)

5
2( ，即 z3有

最小值 ;
5
4

(4)
1x
y

可看作(1，0)与(x，y)两点连线的斜率，所以 z4的取值范围是(－∞，－2]∪[3，

＋∞)．

【评析】对于非线性目标函数在线性约束条件下的最值问题，要充分挖掘其目标函数 z

的几何意义．z的几何意义常见的有：直线的截距、斜率、圆的半径等．

例 4 某公司招收男职员 x名，女职员 y名，x和 y须

满足约束条件
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则 z＝10x＋10y的最大值是( )

(A)80 (B)85 (C)90 (D)95

略解：由题意，根据已知不等式组及






0
0

y
x

可得到点(x，y)的可行域．



如图 8－3－4．

图 8－3－4

作直线 x＋y＝0，通过平移，知在 M点，z＝10x＋10y有最大值，易得 ),
2
9,

2
11(M

又由题意，知 x，y∈N，作适当调整，知可行域内点(5，4)可使 z取最大值，

所以，zmax＝10×5＋10×4＝90，选 C．

【评析】实际问题中，要关注是否需要整数解．

例 5 某工厂用两种不同原料生产同一产品，若采用甲种原料，每吨成本 1000元，运

费 500元，可得产品 90千克；若采用乙种原料，每吨成本 1500元，运费 400元，可得产品

100千克．今预算每日原料总成本不得超过 6000元，运费不得超过 2000元，问此工厂每日

采用甲、乙两种原料各多少千克，才能使产品的日产量最大?

解：设此工厂每日需甲种原料 x吨，乙种原料 y吨，则可得产品 z＝90x＋100y(千克)．

由题意，得
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上述不等式组表示的平面区域如图 8－3－5所示，阴影部分(含边界)即为可行域．

图 8－3－5

作直线 l：90x＋100y＝0，并作平行于直线 l的一组直线与可行域相交，其中有一条直



线经过可行域上的 M点，且与直线 l的距离最大，此时目标函数达到最大值．这里 M点是

直线 2x＋3y＝12和 5x＋4y＝20的交点，容易解得 M )
7
20,

7
12( ，此时 z取到最大值

7
1290

.440
7
20100 

答：当每天提供甲原料
7
12

吨，乙原料
7
20

吨时，每日最多可生产 440千克产品．

例 6 设函数 f(x)＝ax2＋bx，且 1≤f(－1)≤2，2≤f(1)≤4．

(1)在平面直角坐标系 aOb中，画出点(a，b)所表示的区域；

(2)试利用(1)所得的区域，求 f(－2)的取值范围．

解：(1)∵f(－1)＝a－b，f(1)＝a＋b，

∴







.42
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即
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如图 8－3－6，在平面直角坐标系 aOb中，作出满足上述不等式组的区域，阴影部分(含

边界)即为可行域．

图 8－3－6

(2)目标函数 f(－2)＝4a－2b．

在平面直角坐标系 aOb中，作直线 l：4a－2b＝0，并作平行于直线 l的一组直线与可行

域相交，其中有一条直线经过可行域上的 B点，且与直线 l的距离最大，此时目标函数达到

最大值．

这里 B点是直线 a－b＝2和 a＋b＝4的交点，容易解得 B(3，1)，

此时 f(－2)取到最大值 4×3－2×1＝10．



同理，其中有一条直线经过可行域上的 C点，此时目标函数达到最小值．这里 C点是

直线 a－b＝1和 a＋b＝2的交点，容易解得 ),
2
1,

2
3(C

此时 f(－2)取到最小值 .5
2
12

2
34 

所以 5≤f(－2)≤10．

【评析】线性规划知识是解决“与二元一次不等式组有关的最值(或范围)问题”的常见

方法之一．

练习 8－3

一、选择题

1．原点(0，0)和点(1，1)在直线 x＋y－a＝0的两侧，则 a的取值范围是 ( )

A．a＜0或 a＞2 B．a＝0或 a＝2 C．0＜a＜2 D．0≤a≤2

2．若 x≥0，y≥0，且 x＋y≤1，则 z＝x－y的最大值是( )

A．－1 B．1 C．2 D．－2

3．已知 x和 y是正整数，且满足约束条件
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则 z＝2x＋3y的最小值是( )

A．24 B．14 C．13 D．11.5

4．根据程序设定，机器人在平面上能完成下列动作：先从原点 O沿正东偏北 )
2
π0( 

方向行走－段时间后，再向正北方向行走一段时间，但的大小以及何时改变方向不

定．如图 8－3－7．假定机器人行走速度为 10米/分钟，设机器人行走 2分钟时的可能落

点区域为 S，则 S可以用不等式组表示为( )

图 8－3－7
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二、填空题

5．在平面直角坐标系中，不等式组
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表示的平面区域的面积是______．

6．若实数 x、y满足














2
0

01

x
x

yx
，则

x
y
的取值范围是______．

7．点 P(x，y)在直线 4x＋3y＝0上，且满足－14≤x－y≤7，则点 P到坐标原点距离的取值

范围是______．

8．若当实数 x，y满足














ax
yx
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0
05
时，z＝x＋3y的最小值为－6，则实数 a等于______．

三、解答题

9．如果点 P在平面区域
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内，点 Q(2，2)，求|PQ|的最小值．

10．制定投资计划时，不仅要考虑可能获得的盈利，而且要考虑可能出现的亏损．某投资人

打算投资甲、乙两个项目，根据预测，甲、乙项目可能的最大盈利率分别为 100％和 50％

( %100
投资额

盈利额
盈利率 )，可能的最大亏损率分别为 30％和 10％(

投资额

亏损额
亏损率 



%100 )，投资人计划投资金额不超过 10万元，要求确保可能的资金亏损不超过 1.8万

元．问投资人对甲、乙两个项目各投多少万元，才能使可能的盈利最大?

11．设 a，b∈R，且 b(a＋b＋1)＜0，b(a＋b－1)＜0．

(1)在平面直角坐标系 aOb中，画出点(a，b)所表示的区域；

(2)试利用(1)所得的区域，指出 a的取值范围．

§8－4 圆的方程

【知识要点】

1．圆的方程

(1)标准方程：(x－a)2＋(y－b)2＝r2(r＞0)，其中点(a，b)为圆心，r为半径．

(2)一般方程：x2＋y2＋Dx＋Ey＋F＝0(D2＋E2－4F＞0)，其中圆心为 )
2

,
2

( ED
 ，半径

为
2
1 .422 FED 

2．点和圆的位置关系

设圆的半径为 r，点到圆的圆心距离为 d，则

d＞r点在圆外；

d＝r点在圆上；

d＜r点在圆内．

3．直线与圆的位置关系

(1)代数法：联立直线与圆的方程，解方程组，消去字母 y，得关于 x的一元二次方程，

则



＞0方程组有两解直线和圆相交；

＝0方程组有一解直线和圆相切；

＜0方程组无解直线和圆相离．

(2)几何法(重点)：计算圆心到直线的距离 d，设圆的半径为 r，则

d＜r直线和圆相交；

d＝r直线和圆相切；

d＞r直线和圆相离．

4．圆与圆的位置关系

设两圆的半径分别为 R，r(R≥r)，两圆的圆心距为 d(d＞0)，则

d＞R＋r两圆相离；

d＝R＋r两圆外切；

R－r＜d＜R＋r两圆相交；

d＝R－r两圆内切；

d＜R－r两圆内含．

【复习要求】

1．掌握圆的标准方程与一般方程，能根据条件，求出圆的方程．

2．能根据给定直线、圆的方程，判断直线与圆、圆与圆的位置关系，解决一些简单问

题．

【例题分析】

例 1根据下列条件，求圆的方程：

(1)一条直径的端点是 A(3，2)，B(－4，1)；

(2)经过两点 A(1，－1)和 B(－1，1)，且圆心在直线 x＋y－2＝0上；

(3)经过两点 A(4，2)和 B(－1，3)，且在两坐标轴上的四个截距之和为 2．

【分析】求圆的方程，可以用待定系数法．若已知条件与圆心、半径有关，则设圆的标

准方程，如第(2)问．若已知条件与圆心、半径关系不大，则设圆的一般方程，如第(3)问．



解：(1)由题意圆心为 AB的中点 M )
2
12,

2
43( 

，即 )
2
3,

2
1(M ，

因为 ,50)12()43(|| 22 AB

所以圆的半径  2
50||

2
1 ABr

所以，所求圆的方程为 
2
25)

2
3()

2
1( 22 yx

(2)方法一：设圆的方程为(x－a)2＋(y－b)2＝r2(r＞0)，则
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所以，所求圆的方程为(x－1)2＋(y－1)2＝4．

方法二：由圆的几何性质可知，圆心一定在弦 AB的垂直平分线上．易得 AB的垂直平

分线为 y＝x．

由题意，解方程组







02yx
xy

，得圆心 C为(1，1)，

于是，半径 r＝｜AC|＝2，

所以，所求圆的方程为(x－1)2＋(y－1)2＝4．

(3)设所求圆的方程为 x2＋y2＋Dx＋Ey＋F＝0，

因为圆过点 A，B，所以

4D＋2E＋F＋20＝0，①

－D＋3E＋F＋10＝0，②

在圆的方程中，令 y＝0，得 x2＋Dx＋F＝0，

设圆在 x轴上的截距为 x1，x2，则 x1＋x2＝－D．

在圆的方程中，令 x＝0，得 y2＋Ey＋F＝0，

设圆在 y轴上的截距为 y1，y2，则 y1＋y2＝－E．



由题意，得－D＋(－E)＝2，③

解①②③，得 D＝－2，E＝0，F＝－12，

所以，所求圆的方程为 x2＋y2－2x－12＝0．

【评析】①以 A(x1，y1)，B(x2，y2)为一直径端点的圆的方程是(x－x1)(x－x2)＋(y－y1)(y

－y2)＝0．②求圆的方程时，要注意挖掘题中圆的几何意义(如第(2)问)；③待定系数法求圆

的方程时，要恰当选择的圆的方程(如第(3)问)，这样有时能大大减少运算量．

例 2 (1)点 P(a，b)在圆 C：x2＋y2＝r2(r＞0)上，求过点 P的圆的切线方程；

(2)若点 P(a，b)在圆 C：x2＋y2＝r2(r＞0)内，判断直线 ax＋by＝r2与圆 C的位置关系．

解：(1)方法一：因为切线 l与半径 OP垂直，又可求出直线 OP的斜率，所以可得切线

l的斜率，再由点斜式得到切线方程．但要注意斜率是否存在(详细过程略)．

方法二：设 Q(x，y)为所求切线上任一点，则 0OPPQ ，即(x－a，y－b)·(a，b)＝0．

整理得 ax＋by＝a2＋b2，

又因为 P在圆上，所以 a2＋b2＝r2，

故所求的切线方程为 ax＋by＝r2．

(2)由已知，得 a2＋b2＜r2，

则圆心 O(0，0)到直线 ax＋by＝r2的距离 .||
2

2
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所以此直线与圆 C相离．

【评析】随着点 P(a，b)与圆 C：x2＋y2＝r2的位置关系的变化，直线 l：ax＋by＝r2与

圆 C的位置关系也在变化．①当点 P在圆 C上时，直线 l与圆 C相切；②当点 P在圆 C内

时，直线 l与圆 C相离；③当点 P在圆外时，直线 l与圆 C相交．

例 3 已知点 A(a，3)，圆 C：(x－1)2＋(y－2)2＝4．

(1)设 a＝3，求过点 A且与圆 C相切的直线方程；

(2)设 a＝4，直线 l过点 A且被圆 C截得的弦长为 2 3，求直线 l的方程；

(3)设 a＝2，直线 l1过点 A，求 l1被圆 C截得的线段的最短长度，并求此时 l1的方程．

解：(1)如图 8－4－1，此时 A(3，3)，



图 8－4－1

设切线为 y－3＝k(x－3)或 x＝3，

验证知 x＝3符合题意；

当切线为 y－3＝k(x－3)，即 kx－y－3k＋3＝0时，

圆心(1，2)到切线的距离 ,2
1

|332|
2







k
kkd

解得 ,
4
3

k

所以，切线方程为 3x＋4y－21＝0或 x＝3．

(2)如图 8－4－2，此时 A(4，3)，

图 8－4－2

设直线 l为 y－3＝k(x－4)或 x＝4(舍)，

设弦 PQ的中点为 M，则 ,3|| PM ｜CP|＝r＝2，

所以 ,1|||||| 22  PMCPCM ，即圆心到直线 l的距离为 1，



于是 1
1

|342|
2







k
kkd ，解得 k＝0或

4
3
，

所以，直线 l的方程为 xy
4
3

 或 y＝3．

(3)如图 8－4－3，此时 A(2，3)，设所截得的线段为 DE，圆心到直线 l1的距离为 d，

图 8－4－3

则
222|)|

2
1( rdDE  ，即 ,42|| 2dDE 

因为直线 l1过点 A，

所以圆心到直线 l1的距离为 d≤|CA｜＝ ,2

故当 d＝ 2 时， 22|| minDE ，

此时 AC⊥l1，因为 ,1
12
23





ACk

所以
1l
k ＝－1，

故直线 l1方程为 y－3＝－(x－2)，即 x＋y－5＝0．

【评析】(1)用点斜式设直线方程时，要注意斜率是否存在；

(2)涉及直线与圆的位置关系问题时，用与圆有关的几何意义解题较为方便，常见的有：

①比较圆心到直线的距离与半径的大小；②如图 8－4－2，在由弦心距、半径及弦组成的

Rt△CMP中，有｜CM|2＋｜MP|2＝｜CP｜2，CM⊥MP等；③如图 8－4－1，由切线段、半

径组成的 Rt△ABC．

例 4 已知圆 C：(x－1)2＋(y－2)2＝25，直线 l：mx＋y＋m＝0．求证：不论 m取何值，

直线 l与圆 C恒交于两点．



【分析】要证明直线 l与圆 C恒交于两点，可以用圆心到直线的距离小于半径，也可以

联立直线和圆的方程，消去 y后用判别式大于零去证明，但此题这两种方法计算量都很大．如

果能说明直线 l恒过圆内一定点，那么直线 l与圆 C显然有两个交点．

解：因为直线 l：mx＋y＋m＝0可化为 y＝－m(x＋1)，

所以直线 l恒过点 A(－1，0)，

又圆 C：(x－1)2＋(y－2)2＝25的圆心为(1，2)，半径为 5，

且点 A到圆 C的圆心的距离等于 ,522)2()11( 22 

所以点 A为圆 C内一点，则直线 l恒过圆内一点 A，

所以直线 l与圆 C恒交于两点．

例 5 四边形 ABCD的顶点 A(4，3)，B(0，5)，C(－3，－4)，D ).1,62( O为坐标原点．

(1)此四边形是否有外接圆，若有，求出外接圆的方程，若没有，请说明理由；

(2)记△ABC的外接圆为 W，过 W上的点 E(x0，y0)(x0＞0，y0＞0)作圆 W的切线 l，设 l

与 x轴、y轴的正半轴分别交于点 P、Q，求△OPQ面积的最小值．

【分析】判断四点是否共圆，初中的方法是证明一组对角之和为 180°，此题此法不易

做．如何用所学知识解决问题是此题的关键，如果想到三点共圆，那么可以求出过三点的圆

的方程，然后再判断第四点是否在圆上，问题就迎刃而解．

解：(1)设△ABC的外接圆为 W，圆心 M(a，b)，半径为 r(r＞0)．

则 W为：(x－a)2＋(y－b)2＝r2．

由题意，得




















222

222

222

)4()3(
)5()0(
)3()4(

rba
rba

rba
，解得













5
0
0

r
b
a

，所以 W：x2＋y2＝25．

将点 D的坐标代入 W的方程，适合．

所以点 D在△ABC的外接圆 W上，

故四边形 ABCD有外接圆，且外接圆的方程为 x2＋y2＝25．

(2)设切线 l的斜率为 k，直线 ME(即 OE)的斜率为 k1，



∵圆的切线 l垂直于过切点的半径，∴ ,1

1k
k 

 ,,
0

0

0

0
1 y

xkx
yk 

∴切线 )(: 0
0

0
0 xxy

xyyl  ，整理得而
2
0

2
000 yxyyxx  ，

∵点 E(x0，y0)在圆 W上，即 252
0

2
0  yx ，∴切线 l：x0x＋y0y＝25．

在 l的方程中，令 x＝0，得 )25,0(,25

00 y
Q

y
y  ，同理 ).0,25(

0x
P

∴△OPQ的面积 ,
2
6252525

2
1

0000 yxyx
S OPQ  

∵ 00
2
0

2
0 225 yxyx  ，(其中 x0＞0，y0＞0)

∴ .25
25
625

2
625

00

 yx
S OPQ 当且仅当 2

2
5

00  yx 时，等号成立．

即当 )2
2
52

2
5( ，E 时，△OPQ的面积有最小值 25．

练习 8－4

一、选择题

1．以点(2，－1)为圆心且与直线 3x－4y＋5＝0相切的圆的方程为( )

A．(x－2)2＋(y＋1)2＝3 B．(x＋2)2＋(y－1)2＝3

C．(x－2)2＋(y＋1)2＝9 D．(x＋2)2＋(y－1)2＝9

2．圆 x2＋y2－4x＋4y＋6＝0截直线 x－y－5＝0所得的弦长等于( )

A． 6 B． 2
25

C．1 D．5

3．若直线 1
b
y

a
x

与圆 x2＋y2＝1有公共点，则( )



A．a2＋b2≤1 B．a2＋b2≥1 C． 111
22 
ba

D． 111
22 
ba

4．圆(x＋2)2＋y2＝5关于点(1，2)对称的圆的方程为( )

A．(x＋4)2＋(y－2)2＝5 B．(x－4)2＋(y－4)2＝5

C．(x＋4)2＋(y＋4)2＝5 D．(x＋4)2＋(y＋2)2＝5

二、填空题

5．由点 P(－1，4)向圆 x2＋y2－4x－6y＋12＝0所引的切线长是______．

6．若半径为 1的圆分别与 y轴的正半轴和射线 )0(3
3

 xxy 相切，则这个圆的方程为

______．

7．圆 x2＋y2＋2x＋4y－3＝0上到直线 x＋y＋1＝0的距离为 2 的点共有______个．

8．若不等式 x2＋2x＋a≥－y2－2y对任意的实数 x、y都成立，则实数 a的取值范围是______．

三、解答题

9．已知直线 l：x－y＋2＝0与圆 C：(x－a)2＋(y－2)2＝4相交于 A、B两点．

(1)当 a＝－2时，求弦 AB的垂直平分线方程；

(2)当 l被圆 C截得弦长为 32 时，求 a的值．

10．已知圆满足以下三个条件：①截 y轴所得的弦长为 2；②被 x轴分成两段圆弧，其弧长

的比为 3∶1；③圆心到直线 l：x－2y＝0的距离为 5
5
．求该圆的方程．

11．已知圆 C：(x－1)2＋(y－2)2＝25，直线 l：mx＋y＋m＝0．求直线 l被圆 C截得的线段的

最短长度，以及此时 l的方程．



§8－5 曲线与方程

【知识要点】

1．轨迹方程

一般地，一条曲线可以看成动点运动的轨迹，曲线的方程又常称为满足某种条件的点的

轨迹方程．

2．曲线与方程

在平面直角坐标系中，如果曲线 C与方程 F(x，y)＝0之间有如下关系：

(1)曲线 C上点的坐标都是方程 F(x，y)＝0的解；

(2)以方程 F(x，y)＝0的解为坐标的点都在曲线 C上．

那么，曲线 C叫做方程 F(x，y)＝0的曲线，方程 F(x，y)＝0叫做曲线 C的方程．

3．曲线的交点

已知两条曲线 C1和 C2的方程分别是 F(x，y)＝0，G(x，y)＝0，那么求两条曲线 C1和

C2的交点坐标，只要求方程组






0),(
0),(

yxG
yxF

的实数解就可以得到．

【复习要求】

1．了解曲线与方程的对应关系，体会数形结合的思想、方程思想．

2．会求简单的轨迹方程；能根据方程研究曲线的简单性质．

【例题分析】

例 1 已知点 A(－1，0)，B(2，0)，动点 P到点 A的距离与它到点 B的距离之比为 2，

求动点 P的轨迹方程．

解：设 P(x，y)，则 2
||
||


PB
PA

，即 ,2
)2(

)1(
22

22






yx

yx

化简得 x2＋y2－6x＋5＝0，所以动点 P的轨迹方程为 x2＋y2－6x＋5＝0．



【评析】动点轨迹法是求轨迹方程的重要方法，其一般步骤是：①建立平面直角坐标系；

②设所求动点的坐标为(x，y)；③找出动点满足的几何关系；④几何关系代数化，并将其化

简；⑤检验以方程的解为坐标的点是否都在所求轨迹上．

例 2 已知 P为抛物线 y＝x2＋1 上一动点，A(2，3)，P关于 A的对称点为点 P′，求

动点 P′的轨迹方程．

解：设 P '(x，y)，P(x0，y0)，由题意，得 ,3
2

,2
2

00 



 yyxx

所以 x0＝4－x，y0＝6－y，

因为点 P(x0，y0)在抛物线 y＝x2＋1上，所以 6－y＝(4－x)2＋1，

即动点 P '的轨迹方程为 y＝－(x－4)2＋5．

例 3 已知直角坐标平面上点Q(2，0)和圆C：x2＋y2＝1，动点M到圆C的切线长与|MQ｜

的比等于常数 2．求动点 M的轨迹方程，并说明轨迹的形状．

解：如图 8－5－1，设直线 MN切圆于 N，

图 8－5－1

则动点 M组成的集合是：P＝{M｜｜MN｜＝2｜MQ|}，

因为圆的半径｜ON|＝1，所以｜MN|2＝｜MO|2－｜ON|2＝｜MO|2－1．

设点 M的坐标为(x，y)，则
2222 )2(21 yxyx 

整理得 3x2＋3y2－16x＋17＝0，化简得 
9
13)

3
8( 22 yx

即动 M的轨迹方程为 ,
9
13)

3
8( 22  yx 它是以 )0,

3
8( 为圆心，以 3

13
径的圆．

【评析】求轨迹方程的方法有多种，常见的有：动点轨迹法，相关点法，几何法等．但

不论用何种方法求轨迹方程，其最终是要找出所求动点的横纵坐标 x，y满足的方程．



例 4 已知曲线 C：｜xy|＝1．

(1)画出曲线 C的图象，并研究其对称性；

(2)讨论圆 x2＋y2＝r2(r＞0)与 C的交点情况．

解：(1)图象如图 8－5－2．图象关于 x轴、y轴、原点、直线 y＝x，直线 y＝－x都对

称．

图 8－5－2

(2)由







1||

222

xy
ryx

，得 x4－r2x2＋1＝0，则＝r4－4，

当＝r4－4＜0，即 0＜r＜ 2 时，圆与曲线 C无交点；

当＝r4－4＝0，即 r＝ 2 时，结合图象对称性，得圆与曲线 C有四点；

当＝r4－4＞0，即 r＞ 2 时，结合图象对称性，得圆与曲线 C有八点．

【评析】利用方程思想可以研究图象交点的个数，但有时较复杂，若能结合图象常常可

以使问题得到简化．

练习 8－5

一、选择题

1．到两坐标轴距离相等的点的轨迹方程是( )

A．x－y＝0 B．x＋y＝0 C．｜x|－y＝0 D．｜x｜－|y|＝0

2．下列方程的曲线关于 x＝0对称的是( )

A．x2－x＋y2＝1 B．x2－y2＝1 C．x－y＝1 D．x2y＋xy2＝1

3．已知等腰△ABC的底边两端点的坐标分别为 B(4，0)，C(0，－4)，则顶点 A的轨迹方程



是( )

A．y＝x B．y＝x(x≠2) C．y＝－x D．y＝－x(x≠2)

4．直线 y＝2k与曲线 9k2x2＋y2＝18k2|x|(k∈R，k≠0)的公共点的个数为( )

A．1个 B．2个 C．3个 D．4个

二、填空题

5．曲线 x＋y－7＝0与 xy＝10的交点坐标是______．

6．曲线(x－2)2＋x(y－2)＝0关于点 A(1，1)的对称曲线方程是______．

7．与直线 013  yx 和直线 y＝4距离相等的点的轨迹方程为______．

8．已知⊙O的方程是 x2＋y2－2＝0，⊙O′的方程是 x2＋y2－8x＋10＝0，由动点 P向⊙O

和⊙O′所引的切线长相等，则动点 P的轨迹方程是______．

三、解答题

9．已知两圆 C1：(x－2)2＋(y－2)2＝9，C2：x2＋y2＝16．圆 C过圆 C1，C2的两个交点，且

过点(7，7)，求圆 C的方程．

10．已知曲线 C：y2＝x＋1，定点 A(3，1)，B为曲线 C上任一点，点 P在线段 AB上且有｜

BP｜∶｜PA｜＝1∶2，当 B在曲线 C上运动时，求点 P的轨迹方程．

11．设动点 P在直线 x＝1上，O为坐标原点．以 OP为直角边，点 O为直角顶点作等腰 Rt

△OPQ，求动点 Q的轨迹方程．



§8－6 椭 圆

【知识要点】

1．椭圆定义：平面内与两定点 F1，F2的距离之和等于定长(大于｜F1F2｜)的点的轨迹

叫做椭圆．这两个定点 F1，F2叫做椭圆的焦点，两焦点的距离｜F1F2｜叫做椭圆的焦距．

2．椭圆的标准方程和几何性质(如下表所示)：

标准方程 )0(12

2

2

2

 bab
y

a
x

)0(12

2

2

2

 bab
x

a
y

图形

性

质

焦点 F1(－c，0)，F2(c，0) F1(0，－c)，F2(0，c)

焦距 ｜F1F2｜＝2c，(其中 c2＝a2－b2，c＞0)

范围 ｜x｜≤a，｜y｜≤b ｜x｜≤b，｜y｜≤a

对称 关于 x轴、y轴和原点对称

顶点 (±a，0)，(0，±b) (0，±a)，(±b，0)

轴 长轴长 2a，短轴长 2b

离心率 )10(  e
a
ce

3．对于椭圆的两种标准方程应注意如下几点：

(1)在两种标准方程中，总有 a＞b＞0；

(2)椭圆的焦点总在长轴上；

(3)在方程 Ax2＋By2＝C中，只要 A、B、C同号，且 A≠B就是椭圆方程；



(4)在求椭圆的标准方程时，如果明确了焦点所在的坐标轴，方程只有一种形式；如果

不明确焦点所在的坐标轴，方程有两种形式．

【复习要求】

掌握椭圆的定义，标准方程和椭圆的简单几何性质，了解椭圆性质的初步应用

【例题分析】

例 1 求适合下列条件的椭圆的标准方程：

(1)过点(3，－2)且与椭圆 4x2＋9y2＝36有相同焦点；

(2)长轴与短轴长之和为 20，焦距为 54 ；

(3)以边长为 4的正△ABC的顶点 B、C为焦点，经过顶点 A．

解：(1)化简椭圆方程 4x2＋9y2＝36，得 149

22


yx

，所以其焦点在 x轴上，

故可设所求椭圆方程为 )0(12

2

2

2

 bab
y

a
x

，且 c2＝a2－b2，

由题意，c2＝9－4＝5，所以 a2－b2＝5， ①

因为点(3，－2)在椭圆上，所以 ,149
22 
ba

②

由①②，解得 a2＝15，b2＝10，所以所求椭圆方程为 .11015

22


yx

(2)当焦点在 x轴上时，设所求的椭圆方程为 ),0(12

2

2

2

 bab
y

a
x

，

由题意，得
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2022

cba
c

ba

，解得
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4
6

c

b
a

．所以焦点在 x轴上的椭圆方程为 11636
22


yx

，

同理，可求焦点在 y 轴上的椭圆方程为 13616

22


yx

，因此，所求的椭圆方程为

11636

22


yx

和 .13616

22


yx

(3)以 BC所在直线为 x轴，BC的垂直平分线为 y轴，建立直角坐标系．

设所求的椭圆方程为 )0(12

2

2

2

 bab
y

a
x

，由椭圆的定义，



得|BC|＝2c，｜AB|＋｜AC｜＝2a，即 2c＝4，2a＝8，

因为 a2＝b2＋c2，所以 b2＝a2－c2＝12，所以椭圆的方程为 ,11216

22


yx

同理，可求焦点在 y 轴上的椭圆方程为 ,11612

22


yx

因此，所求的椭圆方程为

11216
22


yx

和 .11612
22


yx

【评析】求椭圆的标准方程，常用方法是待定系数法，其一般步骤是：①根据焦点所在

位置设椭圆的标准方程(要注意标准方程有两个)；②由已知条件求出待定的系数 a、b；③将

求得的系数 a、b代入所设方程，即得所求椭圆的标准方程．

例 2 已知椭圆 C的方程为 ,128
22

 m
yx

(1)求实数 m的取值范围；

(2)若椭圆 C的离心率为
2
1

e ，求实数 m的值．

解：(1)由椭圆的方程知 m－2＞0且 m－2≠8，所以 m∈(2，10)∪(10，＋∞)．

(2)当 2＜m＜10时，椭圆 C的焦点在 x轴上，

此时 a2＝8，b2＝m－2，c2＝a2－b2＝10－m，

所以
4
1

8
10

2

2
2 




m
a
ce ，解得 m＝8；

当 m＞10时，椭圆 C的焦点在 y轴上，

此时 a2＝m－2，b2＝8，c2＝a2－b2＝m－10，所以
4
1

2
10

2

2
2 





m
m

a
ce ，解得 

3
38m

综上，可得 m＝8或 
3
38m

【评析】这是一个含有参数的问题．曲线 1
22

 n
y

m
x

表示椭圆的充要条件是














nm
n
m

0
0
；

表示焦点在 x轴上的椭圆的充要条件是






0n
nm
；表示焦点在 y轴上的椭圆的充要条件



是






0m
mn
.

例 3在平面直角坐标系 xOy中，A(－3，0)，B(3，0)，动点 P满足 ,10||||  PBPA ，

设动点 P的轨迹为 C．

(1)求轨迹 C的方程；

(2)若 C上有一点 M满足∠AMB＝30°，求△MAB的面积．

解：(1)由椭圆定义，得动点 P的轨迹是以 A、B为焦点，长轴长为 10的椭圆，

设轨迹 C的方程为 12

2

2

2

 b
y

a
x

，则 a＝5，c＝3， ,422  cab

所以轨迹 C的方程为 .11625

22


yx

(2)在△MAB中，由余弦定理，

得|AB|2＝|MA|2＋|MB｜2－2|MA|·|MB｜cos∠AMB，

即 36＝|MA|2＋|MB|2－ 3 |MA｜·|MB｜

＝(｜MA|＋｜MB|)2－2｜MA|·｜MB|－ 3 |MA｜·｜MB｜，

因为｜MA|＋｜MB|＝10，

所以 36＝100－2|MA｜·｜MB|－ 3 |MA｜·|MB｜，

解得|MA|·|MB|＝64(2－ 3 )，

所以△MAB的面积 ).32(16sin||||
2
1

  AMBMBMAS MAB

[评析]要关注圆锥曲线定义在求曲线方程和“焦点三角形”(如本题中的△MAB)中的应

用．

例 4 如图 8－6－1，已知圆(x＋2)2＋y2＝36 的圆心为 M，设 A为圆上任一点，N(2，

0)，线段 AN的垂直平分线为 l，垂足 B，l交 MA于点 P．则



图 8－6－1

(1)点 B曲轨迹方程是______；

(2)点 P的轨迹方程是______．

解：(1)如图 8－6－2，在△AMN中，

图 8－6－2

因为｜AB｜＝｜BN｜，｜OM｜＝｜ON|，所以 ,3||
2
1||  AMOB

所以点 B在以 O为圆心，半径为 3的圆上，即其轨迹方程为 x2＋y2＝9．

(2)如图 8－6－2，因为 PB为线段 AN的垂直平分线，所以|PA｜＝|PN｜，

所以｜PM|＋|PN|＝｜PM|＋｜PA|＝6，

由椭圆定义，得点 P 的轨迹是以 M、N 为焦点，长轴长为 6 的椭圆，其轨迹方程为

.159

22


yx

【评析】①要关注数形结合思想．数形结合思想不仅仅是画图，还要在图中标出及利用

平面几何知识找出线线间的位置和数量关系，常用的初中平面几何知识有：中垂线性质、三

角形中位线性质、等腰三角形三线合＝等．



②在求轨迹方程、研究圆锥曲线性质时，常常要结合圆锥曲线的定义、基本性质．

例 5 已知直线 l：y＝x＋1与椭圆 12:
2

2

 yxC 相交于 A、B两点．

(1)求 AB的中点坐标；

(2)求｜AB｜．

解：设 A(x1，y1)，B(x2，y2)，

联立











12

1

2
2

yx
xy

，消去 y得 3x2＋4x＝0，解得 x1＝0，
3
4

2 x ，

因为点 A、B在直线 y＝x＋1上，所以 y1＝1，
3
1

2 y ，

所以交点 A(0，1)， )
3
1,

3
4( B ，所以(1)AB的中点坐标为 )

3
1,

3
2( ；

(2) .2
3
4)

3
11()

3
40(|| 22 AB

【评析】方程思想常常是解决圆锥曲线综合问题的关键．通过将直线与曲线的方程联立，

可以得到它们的交点坐标．如直线或曲线的方程中含有参数，联立它们的方程可以得到交点

横坐标(或纵坐标)满足的关系，这些都为研究圆锥曲线综合问题提供方便．

例 6 已知椭圆 14:
2

2 
yxC 过点 M(0，1)的直线 l与椭圆 C相交于两点 A、B．

(1)若 l与 x轴相交于点 P，且 P为 AM的中点，求直线 l的方程；

(2)设点 )
2
1,0(N ，求 || NBNA 的最大值．

解：(1)设 A(x1，y1)，

因为 P为 AM的中点，且 P的纵坐标为 0，M的纵坐标为 1，

所以 0
2
11 

y
，解得 y1＝－1，

又因为点 A(x1，y1)在椭圆 C上，所以 14

2
12

1 
yx ，即 1

4
12

1 x ，解得 ,2
3

1 x



则点 A的坐标为 )1,2
3(  或 )1,2

3(  ，

所以直线 l的方程为 03334  yx ，或 03334  yx ．

(2)设 A(x1，y1)，B(x2，y2)，则 ),
2
1,(),

2
1,( 2211  yxNByxNA

所以 NBNA  ＝（x1＋x2,y1＋y2－1)，

则 ,)1()(||| 2
21

2
21  yyxxNBNA

当直线 AB的斜率不存在时，其方程为 x＝0，A(0，2)，B(0，－2)，此时 ;1||  NBNA

当直线 AB的斜率存在时，设其方程为 y＝kx＋1，

由题设可得 A、B的坐标是方程组











14

1
2

2 yx

kxy
的解，

消去 y得(4＋k2)x2＋2kx－3＝0，

所以＝(2k)2＋12(4＋k2)＝16k2＋48＞0，

)4(2
48162,)4(2

48162
2

2

22

2

1 k
kkxk

kkx 







则 ,
4
8)1()1(,

4
2

22121221 k
kxkxyy

k
kxx









所以 ,11)4(
12)1

4
8()

4
2(|| 22

2
2

2
2

2
2 










 k
k

kk
kNBNA

当 k＝0时，等号成立，即此时 || NBNA  取得最大值 1．

综上，当直线 AB的方程为 x＝0或 y＝1时， || NBNA  有最大值 1．

【评析】①关注函数思想的应用．构造函数求最值是解析几何中的一种常见方法；②设

点而不求点，通过代入化简解决问题是解析几何问题的重要方法和手段．



练习 8－6

一、选择题

1．已知 F(c，0)是椭圆 )0(1: 2

2

2

2

 bab
y

a
xC 的右焦点，设 b＝c，则椭圆的离心率为

( )

A． 2 B． 2
2

C．
2
1

D．2

2．如果方程 x2＋my2＝2表示焦点在 y轴的椭圆，那么实数 m的取值范围是( )

A．(0，＋∞) B．(0，2) C．(1，＋∞) D．(0，1)

3．已知椭圆的焦点为 F1(－1，0)，F2(1，0)，P是椭圆上一点，且｜F1F2｜是|PF1｜与｜PF2｜

的等差中项，则该椭圆的方程为( )

A． 1916

22


yx

B． 11216

22


yx

C． 134

22


yx

D． 143

22


yx

4．设 F1，F2为椭圆 11216:
22


yxC 的两个焦点，P为椭圆 C上任一点，记△PF1F2的内切

圆为⊙M，则点 P到⊙M的切线长为( )

A． 32 B．2 C．4 D． 3

二、填空题

5．长轴长为 4，短轴长为 2，且焦点在 x轴上的椭圆的标准方程为______．

6．在平面内，有一条线段｜AB｜＝4，P为内一个动点，满足｜PA｜＋｜PB｜＝6．设

M为 AB的中点，则｜PM｜的最大值为______，最小值为______．

7．椭圆 149

22


yx

的焦点为 F1、F2，点 P为椭圆上的动点，则当 021 PFPF 时，点 P

的横坐标的取值范围是______．

8．设 F为椭圆 1925:
22


yxC 的右焦点，A(4，4)，点 P为椭圆 C上任意一点，则｜PF｜

－｜PA｜的最大值为______．

三、解答题

9．已知△ABC的两个顶点为 B(－2，0)，C(2，0)，周长为 12．



(1)求顶点 A的轨迹方程；

(2)若直线 xy
2
1

 与点 A的轨迹交于 M，N两点，求△BMN的面积．

10．设 F1、F2为椭圆 149

22


yx

的两个焦点，P为椭圆上的－点．已知 P、F1、F2是一个

直角三角形的三个顶点，且｜PF1｜＞｜PF2｜，求
||
||

2

1

PF
PF

的值．

11．已知点 P为椭圆 x2＋2y2＝98上一点，A(0，5)，求｜PA｜的最值．

§8－7 双曲线

【知识要点】

1．双曲线定义：平面内与两定点 F1，F2的距离的差的绝对值是常数(小于|F1F2｜)的点

的轨迹叫做双曲线．这两个定点 F1，F2叫做双曲线的焦点，两焦点的距离|F1F2｜叫做双曲

线的焦距．

2．双曲线的标准方程和几何性质(如下表所示)：

标准方程 )0,0(12

2

2

2

 bab
y

a
x

)0,0(12

2

2

2

 bab
x

a
y



图形

性

质

焦点 F1(－c，0)，F2(c，0) F1(0，－c)，F2(0，c)

焦距 ｜F1F2｜＝2c，(其中 c2＝a2＋b2，c＞0)

范围 ｜x｜≥a，y∈R ｜y｜≥a，x∈R

对称 关于 x轴、y轴和原点对称

顶点 (－a，0)，(a，0) (0，－a)，(0，a)

轴 实轴长 2a，虚轴长 2b

离心率 )1(  e
a
ce

【复习要求】

了解双曲线的定义，几何图形和标准方程，知道它的简单几何性质，并了解其性质的初

步应用．

【例题分析】

例 1 求适合下列条件的双曲线的标准方程：

(1)虚轴长为 12，离心率为
4
5
；

(2)顶点间的距离为 6，渐近线方程为 .
2
3 xy 

解：(1)当焦点在 x轴上时，设所求的双曲线方程为 ),0,0(12

2

2

2

 bab
y

a
x

由题意，得























222

4
5
122

cba
a
c
b

，解得













10
6
8

c
b
a

,



所以焦点在 x轴上时，双曲线的方程为 .13664

22


yx

同理，可求得当焦点在 y轴上时双曲线的方程为 .13664

22


xy

因此所求的双曲线方程为 13664
22


yx

或 .13664

22


xy

(2)方法一：当焦点在 x轴上时，设所求的双曲线方程为 ),0,0(12

2

2

2

 bab
y

a
x

由题意，得











2
3
62

a
b
a

，解得











2
9
3

b

a
，所以焦点在 x轴上时，双曲线的方程为

4
819

22 yx
 ＝1．

同理，可求得当焦点在 y轴上时双曲线的方程为 .149

22


xy

因此所求的双曲线方程为 1

4
819
22


yx

或 .149

22


xy

方法二：设以 xy
2
3

 为渐近线的双曲线的方程为 ),0(94

22

 
yx

当＞0时，由题意得 642  ，解得
4
9

 ，此时双曲线方程为 ;1

4
819
22


yx

当＜0时，由题意得 692   ，解得＝－1，此时双曲线方程为 .149

22


xy

因此所求的双曲线方程为 1

4
819
22


yx

或 .149

22


xy

【评析】(1)求双曲线的标准方程，常用方法是待定系数法，其一般步骤是：①根据焦

点所在位置设双曲线的标准方程(要注意标准方程可能有两个)；②由已知条件求出待定的系

数 a、b；③将求得的系数 a、b代入所设方程，即得所求双曲线的标准方程．

(2)已知渐近线方程为 1
b
y

a
x

时，可借助于共渐近线双曲线系方程 )0(2

2

2

2

 b
y

a
x



来求双曲线的标准方程．

例 2 设 F1，F2是双曲线 14
2

2

 yx
的两个焦点，点 P在双曲线上，且 ,021 PFPF

则的| 21 PFPF  |值等于______．

解：因为 ,021 PFPF 所以 21 PFPF  则 ,20|)|2(|||| 2
21

2
2

2
1  FFPFPF

由双曲线定义，知 ,4|||||| 21  PFPF

所以 ,16||||||2|| 2
221

2
1  PFPFPFPF

所以 .2||| 21 |  PFPF

例 3 如图 8－7－1，从双曲线 1259

22


yx

的左焦点 F1引圆 x2＋y2＝9的切线，切点为

T，延长 F1T 交双曲线右支于 P 点．设 M 为线段 F1P 的中点，O 为坐标原点，则|TF1|＝

_______；｜MO|－｜MT|_______．

图 8－7－1

解：连接 OT，设此双曲线的实半轴、虚半轴，半焦距的长分别为 a，b，c，

则｜OF1｜＝c，｜OT｜＝a，

又 OT⊥F1T，所以 ;5|| 22
1  bacTF

因为｜PF1｜－｜PF2｜＝2a，｜PF1｜＝2｜MF1｜，2｜MO｜＝｜PF2｜，

所以｜MF1｜－｜MO｜＝a，即｜MT｜＋｜TF1｜－｜MO｜＝a，

则｜MO｜－｜MT｜＝｜TF1｜－a＝2．



【评析】①圆锥曲线的定义反映了它的本质属性，灵活巧妙地利用它可简捷地解决一些

问题．②要关注数形结合思想．数形结合思想不仅仅是画图，还要在图中标出及利用平面几

何知识找出线线间的位置和数量关系，常用的初中平面几何知识有：中垂线性质、三角形中

位线性质、等腰三角形三线合一等．

例 4 已知点 )0,3(A 和 )0,3(B ，动点 C到 A，B两点的距离之差的绝对值为 2．记

点 C的轨迹为 W．

(1)求轨迹 W的方程；

(2)设 W与直线 y＝x－2交于两点 D，E，求线段 DE的长度．

解：(1)设 C(x，y)，则｜｜CA｜－｜CB｜｜＝2，

所以点 C的轨迹 W为双曲线 ),0,0(12

2

2

2

 bab
y

a
x

且 2a＝2，2c＝｜AB｜＝ 32 ，则 a＝1，b2＝c2－a2＝2，

所以轨迹 W的方程为 .12
2

2 
yx

(2)由










2

12

2
2

xy

yx
，得 x2＋4x－6＝0，

因为＞0，所以直线与双曲线有两个交点，

设 D(x1，y1)，E(x2，y2)，则 x1＋x2＝－4，x1x2＝－6，

故 .544)(2)()(|| 21
2

21
2

21
2

21  xxxxyyxxDE

【评析】方程思想常常是解决圆锥曲线综合问题的关键．通过将直线与曲线的方程联立，

可以得到它们的交点坐标，或利用韦达定理得交点横坐标(或纵坐标)满足的关系，这些都为

研究圆锥曲线综合问题提供方便．

例 5 如图 8－7－2，△AOB的顶点 A在射线 l： )0(3  xxy 上，A，B两点关于 x

轴对称，O为坐标原点，且线段 AB上有一点 M满足｜AM|·｜MB｜＝3．当点 A在 l上移

动时，记点 M的轨迹为 W．



图 8－7－2

(1)求轨迹 W的方程；

(2)设 P(m，0)为 x轴正半轴上一点，求｜PM|的最小值 f(m)．

解：(1)因为 A，B两点关于 x轴对称，

所以 AB边所在直线与 y轴平行．

设 M(x，y)，由题意，得 A(x， 3 x)，B(x，－ 3 x)

所以｜AM｜＝ 3 x－y，｜MB｜＝y＋ 3 x，

因为｜AM｜·｜MB｜＝3，

所以( 3 x－y)×(y＋ 3 x)＝3，即 ,13

2
2 

yx

所以点 M的轨迹 W的方程为 13
2

2 
yx (x≥1)．

(2)设 M(x，y)，则 ,)(|| 22 ymxMP 

因为点 M在 )1(13
2

2  xyx ，所以 y2＝3x2－3，

所以 ,34
3)

4
(432433)(||

2
22222 

mmxmmxxxmxMP

若 1
4


m
，即 m＜4，则当 x＝1时，|MP｜min＝｜m－1|，

若 1
4


m
，即 m≥4，则当

4
mx  时， .123

2
1|| 2

min  mMP



所以，｜PM｜的最小值












.4,123
2
1

,40|,1|
)( 2 mm

mm
mf

【评析】①关注函数思想的应用．构造函数求最值是解析几何中的一种常见方法；

②设点而不求点，通过代入化简解决问题是解析几何问题的重要方法和手段．

练习 8－7

一、选择题

1．已知双曲线的离心率为 2，焦点是(－4，0)，(4，0)，则双曲线方程为( )

A． 1124

22


yx

B． 1412

22


yx

C． 1610

22


yx

D． 1106

22


yx

2．已知双曲线 )2(12

2

2

2

 ay
a
x

的两条渐近线的夹角为
3
π
，则双曲线的离心率为( )

A．2 B． 3 C． 3
62

D． 3
32

3．已知双曲线 )0,0(1: 2

2

2

2

 bab
y

a
xC ，以 C的右焦点为圆心且与 C的渐近线相切的

圆的半径是( )

A．a B．b C． ab D． 22 ba 

4．设 F1，F2分别是双曲线 19

2
2 

yx 的左、右焦点．若点 P在双曲线上，且 021 PFPF ，

则 || 21 PFPF  等于( )

A． 10 B． 5 C． 102 D． 52

二、填空题

5．设 F1、F2为双曲线 )0,0(1: 2

2

2

2

 bab
y

a
xC 的两个焦点，若其实轴的两个顶点将线

段 F1F2三等分，则此双曲线的渐近线方程为______．

6．与双曲线 1916

22


yx

共渐近线，且过点 )3,32( A 的双曲线的方程______．



7．设双曲线 x2＋my2＝1的离心率 e＞2，则实数 m的取值范围是______．

8．设 P为双曲线 112

2
2 

yx 上的一点，F1，F2是该双曲线的两个焦点，若｜PF1｜：｜PF2｜

＝3∶2，则△PF1F2的面积为______．

三、解答题

9．已知 F1、F2为双曲线 )0,0(12

2

2

2

 bab
y

a
x

的焦点，过 F2作垂直于 x轴的直线交双

曲线于点 P，且∠PF1F2＝30°．求双曲线的渐近线方程．

10．如图 8－7－3，已知双曲线 C的两条渐近线过坐标原点，且渐近线与以点 )0,2(A 为

圆心，1为半径的圆相切，双曲线 C的一个顶点 A′与点 A关于直线 y＝x对称．设直

线 l过点 A，斜率为 k．

图 8－7－3

(1)求双曲线 C的方程；

(2)当 k＝1时，在双曲线 C的上支上求点 B，使其与直线 l的距离为 .2

11．设 A、B是双曲线 12

2
2 

yx 上的两点，点 N(1，2)是线段 AB的中点．

(1)求直线 AB的方程；



(2)如果线段 AB的垂直平分线与双曲线相交于 C、D两点，那么 A、B、C、D四点是否

共圆，为什么?

§8－8 抛物线

【知识要点】

1．抛物线定义：平面内与一个定点 F和一条定直线 l的距离相等的点的轨迹叫做抛物

线．点 F叫做抛物线的焦点，直线 l叫做抛物线的准线．

2．抛物线的标准方程和几何性质(见下页表所示)：

3．几点注意

(1)p的几何意义：焦参数 p是焦点到准线的距离，所以 p恒为正数．

(2)标准方程的左边是二次项，右边是一次项，且二次项的系数为 1．通过 x，y的范围

可以判定抛物线的开口方向．

(3)抛物线的焦点弦具有很多重要性质，且应用广泛．

【复习要求】

了解双曲线的定义，几何图形和标准方程，知道它的简单几何性质，并了解其性质的初

步应用．



标准方程 y2＝2px(p＞0) y2＝－2px(p＞0) x2＝2py(p＞0) x2＝－2py(p＞0)

图形

性

质

焦点 )0,
2
( pF )0,

2
( pF  )

2
,0( pF )

2
,0( pF 

准线
2
px 

2
px 

2
py 

2
py 

范围 x≥0，y∈R x≤0，y∈R x∈R，y≥0 x∈R，y≤0

轴 关于 x轴对称 关于 y轴对称

顶点 (0，0)

离心率 e＝1

【例题分析】

例 1 (1)求以原点为顶点，坐标轴为对称轴，且过点 A(2，－4)的抛物线的方程；

(2)平面内一个动点 P到点 F(4，0)的距离比它到直线 l：x＝－6的距离小 2个单位，求

动点 P的轨迹方程．

解：(1)由于点 A(2，－4)在第四象限，且坐标轴为对称轴，

所以设抛物线方程为 y2＝2px(p＞0)或 x2＝－2py(p＞0)，

将 A点的坐标代入，分别得 p＝4或 ,
2
1

p

所以所求的抛物线方程为 y2＝8x或 x2＝－y．

(2)方法一：设动点 P(x，y)，

所以点 P到直线 l：x＝－6的距离为 d＝｜x＋6｜，

由题意得｜PF｜＝d－2，即 ,2|6|)4( 22  xyx

当 x＞－6时，上式化为 4)4( 22  xyx ，即 y2＝16x；



当 x≤－6时，上式化为 8)4( 22  xyx ，

因为 ,84)4()4( 222  xxxyx

所以符合 8)4( 22  xyx 的点 P不存在．

所以动点 P的轨迹方程为 y2＝16x．

方法二：由图象易分析出点 P不可能在 y轴左侧(在此略)，

设直线 l1：x＝－4，则 y轴右侧的点 P到直线 l1的距离比它到直线 l：x＝－6的距离小 2，

由题意，P到点 F(4，0)的距离等于它到直线 l1：x＝－4的距离，

根据抛物线的定义，知动点 P的轨迹方程为 y2＝16x．

【评析】求圆锥曲线的方程时，要注意：①其标准方程的不唯一性；②灵活使用圆锥曲

线的定义常常可以使问题简化．

例 2 已知抛物线 C：y2＝2px(p＞0)的焦点为 F，点 P(m，n)在抛物线上．

(1)求｜PF｜的值(用 m，p表示)；

(2)设点 P1(x1，y1)，P2(x2，y2)在抛物线上，且 2m＝x1＋x2，求证：2｜PF｜＝｜P1F｜＋｜

P2F|；

(3)设过 F的直线 l与 C相交于两点 A，B，判断以 AB为直径的圆与 y轴的位置关系，

并说明理由．

(1)解：抛物线 C：y2＝2px(p＞0)的准线为 ,
2
px 

由抛物线的定义，知｜PF｜等于 P到准线 ,
2
px  的距离，所以 

2
|| pmPF

(2)证明：由(1)知 ,
2

||,
2

||,
2

|| 2211
pxFPpxFPpmPF 

所以 2｜PF｜＝2m＋p，｜P1F｜＋｜P2F｜＝x1＋x2＋p，

因为 2m＝x1＋x2，

所以 2｜PF｜＝｜P1F｜＋｜P2F｜．

(3)结论：以 AB为直径的圆与 y轴相交，理由如下：设 A(xA，yA)，B(xB，yB)，则 AB的



中点为 M ),2,2( BABA yyxx 

由(1)知，｜AB｜＝｜AF｜＋｜BF｜＝xA＋xB＋p，

所以以 AB为直径的圆的半径为
2

pxxr BA 


因为 AB的中点 M到 y轴的距离为 ,2 rxx BA 


所以以 AB为直径的圆与 y轴相交．

【评析】求抛物线的焦点弦长，利用定义比利用弦长公式更为简便．即：已知抛物线 C：

y2＝2px(p＞0)的焦点为 F，过 F的直线 l与 C相交于两点 A，B．设 A(xA，yA)，B(xB，yB)，

则有｜AB|＝xA＋xB＋p．

例 3 设 F为抛物线 C：y2＝2px(p＞0)的焦点，点 P为抛物线 C上一点，若点 P到点 F

的距离等于点 P到直线 l：x＝－1的距离．

(1)求抛物线 C的方程；

(2)设过点 P的直线 l1与抛物线 C的另一交点为 Q点，且线段 PQ的中点坐标为(3，2)，

求｜PQ｜．

解：(1)由抛物线定义知：抛物线 C的准线方程为 x＝－1．

因为抛物线方程为标准方程，所以 1
2


p
，即 p＝2，

所以抛物线 C的标准方程是 y2＝4x．

(2)设直线 PQ：y－2＝k(x－3)或 x＝3(舍去)，P(x1，y1)，Q(x2，y2)，

解方程组







)3(2
42

xky
xy

，

消去 y，得 k2x2－(6k2－4k＋4)x＋(3k－2)2＝0，

由题意 k≠0，得 





  2

2

212

2

21
)23(,446

k
kxx

k
kkxx

＝(6k2－4k＋4)2－4×k2×(3k－2)2＞0 (*)

因为线段 PQ的中点坐标为(3，2)，所以 ,3223
2 2

2
21 





k
kkxx



解得 k＝1，验证知(*)成立．

所以 x1＋x2＝6，x1·x2＝1，

所以 ||2)()(|| 21
2

21
2

21 xxyyxxPQ  

.84)(2 21
2

21   xxxx

【评析】方程思想常常是解决圆锥曲线综合问题的关键．通过将直线与曲线的方程联立，

可以得到它们的交点坐标，或利用韦达定理得交点横坐标(或纵坐标)满足的关系，这些都为

研究圆锥曲线综合问题提供方便．

例 4 已知抛物线 C：y2＝4x，设 B(3，0)，对 C上的动点 M，求｜BM｜的最小值．

【分析】建立距离的目标函数，转化为研究函数的最值问题．

解：设动点 M的坐标为(x0，y0)，

∴ .96)0()3(|| 2
00

2
0

2
0

2
0 yxxyxBM 

∵
2
0y ＝4x0，

∴ .8)1(92|| 2
00

2
0  xxxBM

∵x0≥0，

∴当 x0＝1时， .22|| minBM

即 M的坐标为(1，±2)时，｜BM｜取到最小值 .22

【评析】①关注函数思想的应用．构造函数求最值是解析几何中的一种常见方法；②设

点而不求点，通过代入化简解决问题是解析几何问题的重要方法和手段．

练习 8－8

一、选择题

1．抛物线 y2＝8x的准线方程是( )

A．x＝－2 B．x＝－4 C．y＝－2 D．y＝－4

2．设 a≠0，a∈R，则抛物线 y＝4ax2的焦点坐标为( )



A．(a，0) B．(0，a) C． )
16
1,0(
a

D．随 a的符号而定

3．抛物线 y＝－x2上的点到直线 4x＋3y－8＝0距离的最小值是( )

A．
3
4

B．
5
7

C．
5
8

D．3

4．过点(－1，0)作抛物线 y＝x2＋x＋1的切线，则其中一条切线为( )

A．2x＋y＋2＝0 B．3x－y＋3＝0 C．x＋y＋1＝0 D．x－y＋1＝0

二、填空题

5．抛物线 x2＝－4y的焦点坐标是______，准线方程是______．

6．直线 y＝x－1被抛物线 y2＝4x截得线段的中点坐标是______．

7．已知抛物线 y2＝4x，过点 P(4，0)的直线与抛物线相交于 A(x1，y1)，B(x2，y2)两点，则
2
2

2
1 yy 

的最小值是______．

8．以抛物线 y2＝8x上一点 A为圆心，经过坐标原点 O，且与直线 x＋2＝0相切的圆的方程

是______．

三、解答题

9．给定直线 l：y＝2x－16，抛物线 C：y2＝ax(a＞0)．

(1)当抛物线 C的焦点在直线 l上时，确定抛物线 C的方程；

(2)若△ABC的三个顶点都在(1)所确定的抛物线 C上，且点 A的纵坐标为 8，直线 BC的

方程为 4x＋y－40＝0，求△ABC的重心的坐标．

10．给定抛物线 C：y2＝4x，F是 C的焦点，过点 F且斜率为 1的直线 l与 C相交 A、B两

点，求以 AB为直径的圆的方程．



11．已知抛物线 y2＝2px(p＞0)的焦点为 F，A是抛物线上横坐标为 4、且位于 x轴上方的点，

A到抛物线准线的距离等于 5，过 A作 AB垂直 y轴于点 B，设 OB的中点为 M．

(1)求抛物线方程；

(2)过 M作 MN⊥FA，垂足为 N，求点 N的坐标．

§8－9 圆锥曲线综合问题

【知识要点】

1．在圆锥曲线的综合问题中，要关注数学思想与方法的渗透．

(1)数形结合思想不是简单的画图，而应该要分析图形中隐含的量及位置间的关系．

(2)直线与圆锥曲线联立不是方程思想的全部，它只是方程思想的一个重要形式．

2．直线与圆锥曲线．

设直线 Ax＋By＋C＝0与圆锥曲线 f(x，y)＝0相交于点 A(xA，yA)，B(xB，yB)．

将直线 Ax＋By＋C＝0与圆锥曲线 f(x，y)＝0联立，得方程组







0),(
0

yxf
CByAx

，

消去 y(或 x)，得到关于 x(或 y)的一元二次方程，记为 ax2＋bx＋c＝0(a≠0)，

(1)应用判别式，则有①＞0有两个实数解(有两个交点)；

②＝0有一个实数解(有一个交点)；

③＜0没有实数解(没有交点)．

对于双曲线和抛物线在考虑交点个数时，还应注意到形的问题．

(2)应用韦达定理，可得  
a
cxx

a
bxx BABA ,

在研究中点、弦长等问题时，利用韦达定理常可以使问题得到解决．

3．会求简单的轨迹方程问题．

4．关注解析几何与数列、向量等知识的综合，注意把握它们的内在联系．



【例题分析】

例 1 (1)平面内的直线 l与双曲线 )0,0(12

2

2

2

 bab
y

a
x

最多有______个交点；

(2)若平面内与 y不平行的直线 l与双曲线 1916

22


yx

不相交，则直线 l的斜率 k的取

值范围是

解：(1)设直线 l：Ax＋By＋C＝0．

则交点满足方程组











1

0

2

2

2

2

b
y

a
x

CBxAx
，消去 y，得关于 x的方程，记为 mx2＋nx＋r＝0，

上述方程最多有两个解 x1，x2(x1≠x2)，代入直线 l：Ax＋By＋C＝0，得两个交点，

所以直线 l与双曲线 12

2

2

2

 b
y

a
x

最多有两个交点．

(2)方法一：设直线 l：y＝kx＋b，

由










1916

22 yx

bkxy
，消去 y，得(9－16k2)x2－32kbx－16b2－144＝0，

因为直线 l与双曲线不相交，

所以＝(32kb)2＋4(9－16k2)(16b2＋144)＜0，

化简，得 22

16
1

16
9 bk  ，所以

16
9

16
1

16
9 22  bk ，即 ,

4
3|| k

故直线 l的斜率 k的取值范围是 ).,
4
3[]

4
3,(  k

方法二：数形结合可以得到 ).,
4
3[]

4
3,(  k

【评析】研究两个曲线的交点个数问题，可以用判别式，也可以用数形结合方法．

例 2 已知两定点 M(－1，0)、N(1，0)，直线 l：y＝－2x＋3，在 l上满足｜PM｜＋｜

PN|＝4的点 P有( )

A．0个 B．1个 C．2个 D．3个

【分析】若设 P(x，y)，利用 4)1()1(|||| 2222  yxyxPNPM 试图



解出点 P的坐标，会发觉相当困难．如观察到|PM｜＋|PN｜＝4的几何意义，此题迎刃而解．

解：因为定点 M(－1，0)、N(1，0)，且｜PM|＋｜PN|＝4，

所以点 P在焦距为 2，长轴长为 4的椭圆上，即在椭圆 134:
22


yxC 上，

因为直线 l：y＝－2x＋3过点 )0,
2
3(Q ，且点 Q为椭圆 134

22


yx
内一点，

所以直线 l与椭圆 C有两个交点，

即在 l上满足｜PM|＋｜PN|＝4的点 P有 2个，选 C．

【评析】数形结合思想是解析几何综合题常用的数学思想方法，利用它可以使问题得到

简化，使用它时要关注圆锥曲线定义及性质的应用．

例 3 已知椭圆 12
2

2

 yx
的左焦点为 F，过点 F的直线交椭圆于 A、B两点，并且线

段 AB的中点在直线 x＋y＝0上，求直线 AB的方程．

解：因为椭圆的左焦点 F(－1，0)，所以设直线 AB的方程为 y＝k(x＋1)(k≠0)，

代入 12
2

2

 yx
，整理得(1＋2k2)x2＋4k2x＋2k2－2＝0．

∵直线 AB过椭圆的左焦点 F，∴方程有两个不等实根，

记 A(x1，y1)，B(x2，y2)，AB中点 N(x0，y0)，

则 ,
12

)1(,
12

2
)(

2

1
,

12

4
2

00
2

2

210
2

2

21









k

k
xky

k

k
xxx

k

k
xx

∵线段 AB的中点 N在直线 x＋y＝0上，

∴ 0
1212

2
22

2

00 



k
k

k
kyx ，解得 k＝0，或

2
1

k ．

当直线 AB与 x轴垂直时，线段 AB的中点 F不在直线 x＋y＝0上．

∴直线 AB的方程是 y＝0，或 x－2y＋1＝0．

【评析】利用直线与圆锥曲线联立，可以解决一些与弦中点、弦长有关的综合问题．

例 4 已知双曲线 C：3x2－y2＝1，过点 M(0，－1)的直线 l与双曲线 C交于 A、B两点．



(1)若 10|| AB ，求直线 l的方程；

(2)若点 A、B在 y轴的同一侧，求直线 l的斜率的取值范围．

解：(1)设直线 l：y＝kx－1或 x＝0(舍去)，A(x1，y1)、B(x2，y2)，

联立






.1
,13 22

kxy
yx

消去 y，得(3－k2)x2＋2kx－2＝0．

由题意，得 3－k2≠0，＝(2k)2－4·(3－k2)·(－2)＝24－4k2＞0，

且 ,
3

2,
3

2
221221 





k

xx
k
kxx

所以 ||1)()(|| 21
22

21
2

21 xxkyyxxAB  

21
2

21
2 4)(1 xxxxk   .

即 ,10
3

24)
3

2(1 2
2

2
2 





 

kk
kk

解得 k＝±1，或 
7
33k

验证知 3－k2≠0且＞0，

所以直线 l的方程为：y＝±x－1，或 .1
7
33

 xy

(2)由 A、B在 y轴的同－侧，得




















0424

0
3

2
03

2

221

2

k
k

xx

k

，

解得 k∈(－ 6 ，－ 3 )∪( 3， 6 )．

【评析】在研究直线与双曲线的交点个数问题时，除了考虑判别式外，还应该注意到交

点位置．一般地，如果联立消去 y后，得到关于 x的方程为 ax2＋bx＋c＝0，那么



①当直线与双曲线有两个交点时，则 ;
0
0






a

②当直线与双曲线左支有两个交点时，则 ;

0
0

0
0

21

21

















xx
xx

a

③当直线与双曲线右支有两个交点时，则 ;

0
0

0
0

21

21

















xx
xx

a

④当直线与双曲线左右两支各交一点时，则 ;
0

0

21





xx

a

⑤当直线与双曲线有一个交点时，则






0
0a
(即直线与双曲线相切)或 a＝0(即直线与渐

近线平行)；

⑥当直线与双曲线无交点时，则






0
0a
．

例 5 已知椭圆的中心在原点，一个焦点是 F(2，0)，且离心率 ).0(2
 


e

(1)求椭圆的方程(用表示)；

(2)若存在过点 A(1，0)的直线 l，使点 F关于直线 l的对称点在椭圆上，求的取值范围．

解：(1)因为 ,2



a
ce 且 c＝2，所以a＝  ，所以椭圆方程为 ).4(14

22

 
yx

(2)设点 F关于直线 l的对称点 M(x0，y0)，

设 l：y＝k(x－1)，

由点 M在椭圆上，得 ,14

2
0

2
0  

yx
①



由 FM⊥l，得 ,1
2
0

0

0

kx
y





②

由 FM的中点在对称轴 l上，得 ),1
2
2(2

00 



xky

③

将③代入①②，消 y0得 ),4()4( 2
0

22
0   xkx ④

,120

0

kx
kx

 ⑤

将⑤代入④，消 k得 ,0)4(24 0
2
0  xx ⑥

由＝42－16(－4)≥0，解得 ,
3
16



验证知⑥存在根 ),4](,[0  x

所以 
3
164 

【评析】方程思想是解决圆锥曲线综合问题的一种重要的思想方法，但直线与圆锥曲线

联立不是方程思想的全部．

例 6 已知菱形 ABCD的顶点 A，C在椭圆 x2＋3y2＝4上，对角线 BD所在直线的斜率

为 1．

(1)当直线 BD过点(0，1)时，求直线 AC的方程；

(2)当∠ABC＝60°时，求菱形 ABCD面积的最大值．

【分析】建立面积的目标函数，将问题转化为研究函数的最值问题．

解：(1)由题意，得直线 BD的方程为 y＝x＋1．

因为四边形 ABCD为菱形，所以 AC⊥BD．

于是可设直线 AC的方程为 y＝－x＋n．

由






nxy

yx 43 22

，得 4x2－6nx＋3n2－4＝0．



因为 A，C在椭圆上，所以＝－12n2＋64＞0，解得  3
34

3
34 n

设 A，C两点坐标分别为(x1，y1)，(x2，y2)，

则 nxynxynxxnxx 


 2211

2

2121 ,,
4

43,
2
3

.

所以 
221
nyy 所以 AC的中点坐标为 )

4
,

4
3( nn

由四边形 ABCD为菱形可知，点 )
4
,

4
3( nn

在直线 y＝x＋1上，

所以 ,1
4
3

4


nn
解得 n＝－2．

所以直线 AC的方程为 y＝－x－2，即 x＋y＋2＝0．

(2)因为四边形 ABCD为菱形，且∠ABC＝60°，

所以｜AB｜＝｜BC｜＝｜CA｜．所以菱形 ABCD的面积 .||2
3 2ACS 

由(1)可得 ,
2

163)()(||
2

2
21

2
21

2 


nyyxxAC

所以  )3
34

3
34)(163(4

3 2 nnS

所以当 n＝0时，菱形 ABCD的面积取得最大值 .34

【评析】要关注函数思想在圆锥曲线综合题中的应用．

例 7 如图 8－9－2，设离心率为 e的双曲线 )0,0(1: 2

2

2

2

 bab
y

a
xC 的右焦点为

F，斜率为 k的直线过点 F，且与双曲线右支、y轴及双曲线左支的交点依次为 P、Q、R．O

为坐标原点．



图 8－9－2

(1)试比较 e2与 1＋k2的大小；

(2)若 ek＝2，且
2
5,2  OFOPOPOQOF ，求双曲线 C的方程．

解：(1)设过右焦点 F(c，0)(c＞0)且斜率为 k的直线为 y＝k(x－c)，P(x1，y1)，R(x2，y2)，

解方程组











1

)(

2

2

2

2

b
y

a
x

cxky
，消去 y，

得(b2－a2k2)x2＋2ca2k2x－(a2c2k2＋a2b2)＝0，

∵直线与双曲线 C的两支分别交于点 P、R，

∴b2－a2k2≠0，且 ,0222

22222

21 


 kab
bakcaxx

∵a2c2k2＋a2b2＞0，∴b2－a2k2＞0，

∴c2－a2－a2k2＞0，即
222

2

2

1,01 k＞e＞k
a
c

  .

(2)设 Q(0，yQ)，代入 y＝k(x－c)，

得 kcyQ  ，∵ ,2OPOQOF 

∴(c，0)＋(0，－kc)＝2(x1，y1)

∴ ,
2

,
2 11

kcycx 
 即 ),

2
,

2
( kccP 



把点 P的坐标代入双曲线 C的方程，得 ,144 2

22

2

2

 b
ck

a
c

即 c2(c2－a2)－a2k2c2＝4a2(c2－a2)，化简得 e4－5e2－k2e2＋4＝0，

∵ek＝2，∴e4－5e2＝0，解得  5
52,5 ke

∵
2
5)0,()

2
,

2
(,

2
5




  ckccOFOP ，解得 ,5c

∵ 5e ，∴a＝1，b＝2，

故双曲线 C的方程为 .14

2
2 

yx

【评析】要关注解析几何与其他知识的综合，掌握其内在联系．

练习 8－9

一、选择题

1．设椭圆 )0,0(12

2

2

2

 nmn
y

m
x

的离心率为
2
1
，右焦点与抛物线 y2＝8x的焦点相同，

则此椭圆的方程为( )

A． 11612

22


yx

B． 1
1216

22


yx

C． 16448

22


yx

D． 14864

22


yx

2．双曲线 x2－y2＝4的两条渐近线与直线 x＝3围成一个三角形区域，表示该区域的不等式

组是( )

A．












30
0
0

x
yx
yx

B．












30
0
0

x
yx
yx

C．












30
0
0

x
yx
yx

D．












30
0
0

x
yx
yx

3．设斜率为 1的直线 l与椭圆 124:
22


yxC 相交于不同的两点 A、B，则使｜AB｜为整数

的直线 l共有( )

A．4条 B．5条 C．6条 D．7条

4．已知 F1、F2是椭圆的两个焦点，满足 021 MFMF 的点 M总在椭圆内部，则椭圆离



心率的取值范围是( )

A．(0，1) B． ]
2
1,0( C． )2

2,0( D． )1,2
2[

二、填空题

5．若直线 ax－y＋1＝0经过抛物线 y2＝4x的焦点，则实数 a＝______．

6．已知圆 C：x2＋y2－6x－4y＋8＝0．以圆 C与坐标轴的交点分别作为双曲线的一个焦点和

顶点，则适合上述条件的双曲线的标准方程为______．

7．在△ABC中，∠A＝90°，
4
3tan B 若以 A，B为焦点的椭圆经过点 C，则该椭圆的离

心率 e＝______．

8．已知 F是抛物线 C：y2＝4x的焦点，A，B是 C上的两个点，线段 AB的中点为 M(2，2)，

则△ABF的面积等于______．

三、解答题

9．如图 8－9－2，在以点 O为圆心，｜AB｜＝4为直径的半圆 ADB中，OD⊥AB，P是半

圆弧上一点，∠POB＝30°，曲线 C是满足｜｜MA｜－｜MB｜｜为定值的动点 M的轨

迹，且曲线 C过点 P．

图 8－9－2

(1)建立适当的平面直角坐标系，求曲线 C的方程；

(2)设过点 D且斜率为 2 的直线 l与曲线 C相交于不同的两点 E、F．求△OEF的面积．

10．抛物线 y＝ax2－1上总有关于直线 x＋y＝0对称的两点，求 a的取值范围．



11．已知椭圆 14:
2

2 
yxC ，过点 M(0，3)的直线 l与椭圆 C相交于不同的两点 A、B．

(1)若 l与 x轴相交于点 N，且 A是 MN的中点，求直线 l的方程；

(2)设 P为椭圆上一点，且 OPOBOA  (O为坐标原点)．求当 3|| AB 时．实数

的取值范围．

习题 8

一、选择题

1．直线 y＝3x绕原点逆时针旋转 90°，所得到的直线为( )

A． xy
3
1

 B． xy
3
1

 C．y＝3x－3 D．y＝－3x

2．若过点A(4，0)的直线 l与曲线(x－2)2＋y2＝1有公共点，则直线 l的斜率的取值范围为( )

A． ]3,3[ B． )3,3( C． ]3
3,3

3[ D． )3
3,3

3(

3．设变量 x，y满足约束条件：














.2
,22

,

x
yx
xy

，则 z＝x－3y的最小值( )

A．－2 B．－4 C．－6 D．－8

4．已知点 P是抛物线 y2＝2x上的一个动点，则点 P到点(0，2)的距离与 P到该抛物线准线

的距离之和的最小值为( )

A． 2
17

B．3 C． 5 D．
2
9

5．设双曲线 )0(1: 2

2

2

2

 bab
y

a
xC 的左焦点 F，P为 C上任意一点．若 M为线段 FP



的中点，则动点 M的轨迹是( )

A．焦距为
222 ba  的双曲线

B．焦距为 22 ba  的双曲线

C．焦距为
222 ba  的双曲线

D．两条抛物线

二、填空题

6．已知双曲线 112

22

 n
y

n
x

的离心率是 3．则 n＝______．

7．已知椭圆中心在原点，一个焦点为 )0,32(F ，且长轴长是短轴长的 2倍，则该椭圆的

标准方程是______．

8．将圆 x2＋y2＝1沿 x轴正向平移 1个单位后得到圆 C，则圆 C的方程是______，若过点(3，

0)的直线 l和圆 C相切，则直线 l的斜率为______．

9．如图 8－1，F1、F2分别为椭圆 12

2

2

2

 b
y

a
x

的左、右焦点，点 P在椭圆上，△POF2是面

积为 3的正三角形，则 b2的值是______．

图 8－1

10．过抛物线 y＝ax2(a＞0)的焦点 F的一条直线交抛物线于 P、Q两点，若线段 PF与 FQ

的长分别是 p、q，则
qp
11

 等于______．

三、解答题



11．设直线 l过点 A(－1，3)，且和直线 3x＋4y－12＝0平行．

(1)求直线 l的方程；

(2)若点 B(a，1)到直线 l的距离小于 2，求实数 a的取值范围．

12．已知圆 C：x2＋y2－4x＝0，动圆 M与 y轴相切，又与圆 C外切．

(1)若圆 M过点 A(4，4)，求圆 M的方程；

(2)求动圆圆心的轨迹方程．

13．在直角坐标系 xOy中，点 P到两点(0，－ 3 )，(0， 3 )的距离之和等于 4，设点 P的

轨迹为 C，直线 y＝kx＋1与 C交于 A，B两点．

(1)写出 C的方程；

(2)若 OBOA  ，求 k的值．

14．已知抛物线 C：y2＝4x，点 M(m，0)在 x轴的正半轴上，过 M的直线 l与 C相交于 A、

B两点，O为坐标原点．

(1)若 m＝1，l的斜率为 1，求以 AB为直径的圆的方程；

(2)若存在直线 l使得｜AM｜，｜OM｜，｜MB｜成等比数列，求实数 m的取值范围．



专题 08 解析几何参考答案

练习 8－1 直角坐标系

一、选择题

1．A 2．D 3．C 4．B

二、填空题

5．｛1，－5}，{x｜x≥1，或 x≤－5｝ 6．(－10，－1) 7．
2
5

8．(3，4，2)， )3,6,
2
9(),1,2,

2
3(

三、解答题

9．证明：如图，以点 A为坐标原点，AB为 x轴，向右为正方向，过 A作 AB的垂线为 y轴，

向上为正方向．

设 AB＝a，点 D(m，n)，则 B(a，0)，C(m＋a，n)，

所以 AB2＋BC2＋CD2＋DA2＝ 22222222 )()( nmanma 

＝ )(2 222 nma  ，

又 AC2＋BD2＝ ),(2))(())(( 222222222 nmanamnam 

所以 AB2＋BC2＋CD2＋DA2＝AC2＋BD2．

10．证明：因为｜AC｜＝ ,6)31()23()54( 222 

｜BC｜＝ ,6)32()21()57( 222 

所以｜AC｜＝｜BC｜，则△ABC为等腰三角形．

11．解：如图，设 P为 x轴上任一点，点 A关于 x轴的对称点为 A＇，



则 A＇(1，－3)，

因为｜AP｜＝｜A＇P｜，

所以｜AP｜＋｜BP｜＝｜A＇P｜＋｜BP｜≥｜A＇B｜(当且仅当 P为 AB与 x轴的交

点时取等号)，

因为｜A＇B｜＝ ,73)35()14( 22  所以｜AP｜＋｜BP｜的最小值为 .73

练习 8－2 直线的方程

一、选择题

1．C 2．A 3．B 4．C

二、填空题

5．2 6．7x＋24y－96＝0或 x＝0 7．9 8．
2
1

三、解答题

9．(1)解：点 A到直线 2x＋3y－2＝0的距离 d即为｜PA｜的最小值．

所以， 



 13

139
32
|292|||

22minPA

(2)解：因为｜PA｜＝｜PB｜，所以 P点在 AB的垂直平分线 l上，

AB的中点为(0，－1)， 4
11
53





ABk ，所以 ,
4
11


AB

l k
k

故 AB的垂直平分线 ,1
4
1:  xyl



又点 P在直线 2x＋3y－2＝0上，所以，解方程组











1
4
1

0232

xy

yx
，得 P(4，－2)．

10．解：设直线 l为：y＝kx＋1或 x＝0(舍)，

设直线 l与 l1，l2分别相交于点 A(xA，yA)，B(xB，yB)，

由







0103
1

yx
kxy

，解得 ,
13

7



k

xA

由







082
1

yx
kxy

，解得 ,
2

7



k

xB

因为 P(0，1)是 AB的中点，则 0
2

7
13

7





 kk
，解得 

4
1k

故所求直线方程为 ,1
4
1

 xy 即 x＋4y－4＝0．

11．解：设点 P的坐标为(x，y)，由题设有 ,2
||
||


PN
PM

即 .)1(2)1( 2222 yxyx   整理得 x2＋y2－6x＋1＝0．①

因为点 N到 PM的距离为 1，｜MN｜＝2，

所以∠PMN＝30°，则直线 PM的斜率为 ,3
3

 直线 PM的方程为 ②).1(3
3

 xy

将②式代入①式整理得 x2－4x＋1＝0．

解得 .32,32  xx

代入②式得点 P的坐标为 )31,32(  或 );31,32( 

)31,32(  或 )31,32(  ．

直线 PN的方程为 y＝x－1或 y＝－x＋1．

练习 8－3 简单的线性规划问题



一、选择题

1．C 2．B 3．B 4．B

二、填空题

5．4 6． ),
2
3[  7．［0，10］ 8．3

三、解答题

9． 2 ．

10．解：设投资人对甲、乙两个项目分别投资 x、y万元，

由题意知

















.0
,0

,8.11.03.0
,10

y
x

yx
yx

目标函数为 z＝x＋0.5y，

上述不等式组表示的平面区域如右图所示，阴影部分(含边界)即为可行域．

作直线 l：x＋0.5y＝0，并作平行于直线 l的一组直线与可行域相交，其中有一条直

线经过可行域上的 M点，且与直线 l的距离最大，此时目标函数达到最大值．这里 M

点是直线 x＋y＝10和 0.3x＋0.1y＝1.8的交点，容易解得 M(4，6)，此时 z取到最大值 1

×4＋0.5×6＝7．

答：投资人用 4万元投资甲项目，用 6万元投资乙项目，才能确保在可能的资金亏

损不超过 1.8万元的前提下，使可能的盈利最大．

11．(1)解：区域如图所示．

(2)由上述区域，可得｜a｜＞1．



练习 8－4 圆的方程

一、选择题

1．C 2．A 3．D 4．B

二、填空题

5．3 6． 1)3()1( 22  yx 7．3 8．a≥2

三、解答题

9．(1)x＋y＝0；(2) 2a ．

10．解：设所求圆的圆心 D(a，b)，半径为 r．

则 D到 x轴，y轴的距离分别为｜b｜，｜a｜，

由题设知圆 D截 x轴所得劣弧所对的圆心角为 90°，知圆 D截 x轴所得弦长为 ,2r

故 r2＝2b2，

由圆 D截 y轴所得弦长为 2，得 r2＝a2＋1，

由题意，得





















5
5

5
|2|

2

1
22

22

ba

br
ar

，解得














2

1
1

r

b
a

或














2

1
1

r

b
a

所以，所求的圆的方程为(x－1)2＋(y－1)2＝2或(x＋1)2＋(y＋1)2＝2．

11．解：圆 C的圆心 C(1，2)，半径为 5，

设点 C到直线 l的距离为 d，l被圆 C截得的线段的长度 z，



则 25)
2
( 22  dz

，即 z2＝100－4d2，

因为直线 l：mx＋y＋m＝0恒过定点 P(－1，0)，所以 ,22||  PCd

所以 ,68)22(41004100 222  dz

当且仅当 22d 时，上式取等号．此时 PC⊥l，因为 ,1
11
02





PCk

所以 kl＝－1，l的方程为 x＋y＋1＝0，

故当直线 l的方程为 x＋y＋1＝0时，l被圆 C截得的线段的长度最短，且为 172 ．

练习 8－5 曲线与方程

一、选择题

1．D 2．B 3．D 4．D

二、填空题

5．(2，5)，(5，2) 6．x2＋xy－2y＝0 7． 0933  yx 或 073  yx

8．
2
3

x

三、解答题

9．解：两圆的一般方程分别是 C1：x2＋y2－4x－4y－1＝0，C2：x2＋y2－16＝0，

由题意，设圆 C的方程为(x2＋y2－4x－4 y－1)＋(x2＋y2－16)＝0，

因为圆 C过点(7，7)，

所以(72＋72－4×7－4×7－1)＋(72＋72－16)＝0，解得
2
1

 ，

所以圆 C的方程为 0)16(
2
1)144( 2222  yxyxyx ，

即圆 C：x2＋y2－8x－8y＋14＝0．

10．解：设点 P(x，y)，B(x0，y0)，



由题知 PABP 2

则 2(x－x0，y－y0)＝(3－x，1－y)

所以














2
1

2
3

2
3

2
3

0

0

yy

xx
，

因为 B(x0，y0)为曲线 C上一点

所以 ,1
2
33)

2
13( 2 




 xy

故点 P的轨迹方程 3y2－2x－2y＋1＝0．

11．解：设 P、Q点坐标分别为(1，t)，(x，y)，

∵ 1
1

 
x
ytOQOP ，得 x＋ty＝0 ①

∵ ,1|,||| 222 yxtOQOP  得 x2＋y2＝t2＋1 ②

由①得 ,
y
xt  将其代入②，得 .0)11)((,1 2

22
2

2
22 

y
yxy

xyx

∵ ,011,0 2
22 

y
yx 得 y＝±1．

∴动点 Q的轨迹为 y＝±1，为两条平行线．



练习 8－6 椭圆

一、选择题

1．B 2．D 3．C 4．B

二、填空题

5． 14
2

2

 yx
6． 5,3 7． )5

5
3,5

5
3( 8． 5410 

三、解答题

9．解：(1)顶点 A的轨迹方程为 ).0(11216

22

 yyx

(2)设 M(x1，y1)，N(x2，y2)，

则 M，N是方程组














xy

yx

2
1

11216

22

的解，

解得













3

32

1

1

y

x
或














3

32

2

2

y

x
，所以 ),3,32(),3,32( NM

所以 ,152)32()34(|| 22 MN

又点 B(－2，0)到直线 MN： xy
2
1

 的距离为 ,5
52

d

所以△BMN的面积为 .325
52152

2
1||

2
1

 dMNS

10．解：由已知，得 ,52||,6|||| 2121  FFPFPF

根据直角的不同位置，分两种情况：

若∠PF2F1为直角，则｜PF1｜2＝｜PF2｜2＋｜F1F2｜2，

即｜PF1｜2＝(6－｜PF1｜)2＋20，



得
3
4||,

3
14|| 21  PFPF ，故 ;

2
7

||
||

2

1 
PF
PF

若∠F1PF2为直角，则｜F1F2｜2＝｜PF1｜2＋｜PF2｜2，

即 20＝｜PF1｜2＋(6－｜PF1｜)2，

解得｜PF1｜＝4，｜PF2｜＝2，故 .2
||
||

2

1 
PF
PF

综上，
||
||

2

1

PF
PF

的值为
2
7
或 2．

11．解：设 P(x，y)，则 ,2510)5(|| 2222  yyxyxPA

因为点 P为椭圆 x2＋2y2＝98上一点，所以 x2＝98－2y2，－7≤y≤7，

则 ,148)5(2510298|| 222  yyyyPA

因为－7≤y≤7，

所以，当 y＝－5时， ;372148|| max PA 当 y＝7时，｜PA｜min＝2．

练习 8－7 双曲线

一、选择题

1．A 2．D 3．B 4．C

二、填空题

5． xy 22 6． 14
4
9

22


xy

7． )0,
3
1(m 8． 12

三、解答题

9．解：如图，设 F2(c，0)(c＞0)，P(c，y0)，则 .12

2
0

2

2

 b
y

a
c



解得
a
by
2

0  ，所以 ,||
2

2 a
bPF 

在直角△PF2F1中，∠PF1F2＝30°，所以｜PF1｜＝2｜PF2｜，

由双曲线定义可知｜PF1｜－｜PF2｜＝2a，得｜PF2｜＝2a．

因为 ,||
2

2 a
bPF  所以 a

ba
2

2  ，即 b2＝2a2，所以 2
a
b

,

故所求双曲线的渐近线方程为 .2xy 

10．解：(1)设 ),0,0(1: 2

2

2

2

 bab
x

a
yC

因为点 A＇与点 A关于直线 y＝x对称，所以 )2,0(A ，则 .2a

设双曲线的渐近线方程为 y＝kx，

由题意点 A到 y＝kx的距离为 1，即 1
1

|2|
2


 k
k

，解得 k＝±1，

所以渐近线方程为 y＝±x，

易得双曲线 C的方程为 .122
22


xy

(2)设 )2,( 2 xxB 是双曲线 C上到直线 2:  xyl 的距离为 2 的点，由点到直

线距离公式有 .2
2

|22| 2


 xx



解得 2x ，y＝2，即 ).2,2(B

11．解：(1)依题意，可设直线 AB的方程为 y＝k(x－1)＋2，

代入 12

2
2 

yx ，整理得(2－k2)x2－2k(2－k)x－(2－k)2－2＝0 ①

记 A(x1，y1)，B(x2，y2)，则 x1、x2是方程①的两个不同的根，

所以 2－k2≠0，且 ,
2

)2(2
221 k
kkxx






由 N(1，2)是 AB的中点，得 ,1)(
2
1

21  xx

所以 k(2－k)＝2－k2，

解得 k＝1，所以直线 AB的方程为 y＝x＋1．

(2)将 k＝1代入方程①得 x2－2x－3＝0，解出 x1＝－1，x2＝3，

由 y＝x＋1得 y1＝0，y2＝4，

即 A、B的坐标分别为(－1，0)和(3，4)，

由 CD垂直平分 AB，得直线 CD的方程为 y＝－(x－1)＋2，

即 CD：y＝3－x，

代入双曲线方程，整理得 x2＋6x－11＝0 ②

记 C(x3，y3)，D(x4，y4)，CD的中点为 M(x0，y0)，

则 x3、x4是方程②的两个根，所以 x3＋x4＝－6，x3x4＝－11．

从而 3)(
2
1

430  xxx ，y0＝3－x0＝6即 M(－3，6)．

2
43

2
43

2
43 )(2)()(|| xxyyxxCD 

.104]4)[(2 43
2

43  xxxx

所以 102||
2
1||||  CDMDMC ．

又 .102364)()(|||| 2
10

2
10  yyxxMBMA



即 A、B、C、D四点到点 M的距离相等，所以 A、B、C、D四点共圆．

练习 8－8 抛物线

一、选择题

1．A 2．C 3．A 4．D

二、填空题

5．(0，－1)，y＝1 6．(3，2) 7．32 8． 9)22()1( 22  yx

三、解答题

9．解：(1)因为抛物线 C：y2＝ax的焦点在 x轴上，

所以在直线 y＝2x－16上令 y＝0，得 x＝8，

所以抛物线的焦点为(8，0)，则 a＝32．

故抛物线的方程为 y2＝32x．

(2)由题意，得 A(2，8)，设 B(x1，y1)，C(x2，y2)，

点 B，C满足方程组








xy
yx
32

0404
2

，消去 y，

得 x2－22x＋100＝0，则＝84＞0，x1＋x2＝22，

所以 y1＋y2＝(40－4x1)＋(40－4x2)＝－8，

故△ABC的重心为 )
3

8,
3

2( 2121  yyxx
，即重心为(8，0)．

10．解法一：由题意，得 F(1，0)，直线 l的方程为 y＝x－1．

由








xy
xy
4

1
2

，得 x2－6x＋1＝0，

设 A，B两点坐标为 A(x1，y1)，B(x2，y2)，AB中点 M的坐标为 M(x0，y0)，

则 2221,2221,223,223 221121  xyxyxx ，

故点 ),222,223(),222,223(  BA



所以 ,21,32 00
21

0 


 xyxxx

故圆心为 M(3，2)，直径|AB|＝ ,8)()( 2
21

2
21  yyxx

所以以 AB为直径的圆的方程为(x－3)2＋(y－2)2＝16．

解法二：由题意，得 F(1，0)，直线 l的方程为 y＝x－1．

由








xy
xy
4

1
2

，得 x2－6x＋1＝0，

设 A，B两点坐标为 A(x1，y1)，B(x2，y2)，AB中点 M的坐标为 M(x0，y0)，

因为＝62－4＝32＞0，所以 x1＋x2＝6，x1x2＝1，

所以 21,32 00
21

0 


 xyxxx ，故圆心为 M(3，2)，

由抛物线定义，得 ,8)
2

()
2

(|||||| 2121  pxxpxpxBFAFAB

所以｜AB｜＝x1＋x2＋p＝8(其中 p＝2)．

所以以 AB为直径的圆的方程为(x－3)2＋(y－2)2＝16．

11．解：(1)因为抛物线 y2＝2px的准线为
2
px  ，所以 5

2
4 

p
，则 p＝2．

所以抛物线方程为 y2＝4x．

(2)由题意，得点 A坐标是(4，4)，B(0，4)，M(0，2)，

又因为 F(1，0)，所以 FAMNkFA  ,
3
4

，则 ,
4
3

MNk

则 FA的方程为 ),1(
3
4

 xy MN的方程为 ,
4
32 xy 

解方程组














xy

xy

4
32

)1(
3
4

，得














5
4
5
8

y

x
，所以 N的坐标 ).

5
4,

5
8(

练习 8－9 圆锥曲线综合问题



一、选择题

1．B 2．A 3．C 4．C

二、填空题

5．－1 6． 1124

22


yx

7．
2
1

8．2

三、解答题

9．(1)以 O为原点．AB、OD所在直线分别为 x轴、y轴，向右向上分别为正方向建立平面

直角坐标系，则 A(－2，0)，B(2，0)，D(0，2)， ),1,3(p

依题意，得

4221)32(1)32(|||||||| 2222  PBPAMBMA

∴曲线 C是以原点为中心，A、B为焦点的双曲线．

设实半轴长为 a，虚半轴长为 b，半焦距为 c，

则 c＝2， 222 a ，∴a2＝2，b2＝c2－a2＝2．

∴曲线 C的方程为 .122

22


vx

(2)解：依题意，直线 l的方程为 22  xy ，

代入双曲线 C的方程并整理得 .06242  xx

设 E(x1，y1)，F(x2，y2)，则 x1＋x2＝ 24 ，x1，x2＝6，

于是
2

21
22

21
2

21 ))(1()()(|| xxkyyxxEF 

.624)(1 21
2

21
2   xxxxk

而原点 O到直线 l的距离 ,
3
2

d



∴ .22||
2
1

  EFdS DEF

10．设 A、B关于 x＋y＝0对称，A(x1，y1)，B(x2，y2)，AB直线方程为 y＝x＋b，

由








12axy
bxy

，消去 y，得 ax2－x－b－1＝0，

所以 ,1,1 2121 a
bxx

a
xx 



＝1＋4a(b＋1)＞0，

因为 b
a

bxy
a

xxx 



2
1,

2
1

2
21

中中中 ，

因为 AB的中点(x 中，y 中)在直线 x＋y＝0上，则 ,0
2
1

2
1

 b
aa

即 ,1
a

b  代入 ,0)11(41 ＞
a

a 

解得
4
3a＞ .

11．(1)解：设 A(x1，y1)，

因为 A为 MN的中点，且 M的纵坐标为 3，N的纵坐标为 0，所以 ,
2
3

1 y

又因为点 A(x1，y1)在椭圆 C上

所以 1
4

2
12

1 
yx ，即 1

16
92

1 x ，解得 4
7

1 x ，

则点 A的坐标为 )
2
3,4

7( 或 )
2
3,4

7( ，

所以直线 l的方程为 021776  yx 或 .021776  yx

(2)解：设直线 AB的方程为 y＝kx＋3或 x＝0，A(x1，y1)，B(x2，y2)，P(x3，y3)，

当 AB的方程为 x＝0时， 34|| AB ，与题意不符．

当 AB的方程为 y＝kx＋3时：



由题设可得 A、B的坐标是方程组











14

3
2

2 yx

kxy
的解，

消去 y得(4＋k2)x2＋6kx＋5＝0，

所以＝(6k)2－20(4＋k2)＞0，即 k2＞5，

则 ,
4
24)3()3(,

4
5,

4
6

22121221221 k
kxkxyy

k
xx

k
kxx










 

因为 ,3)()(|| 2
21

2
21  yyxxAB

所以 3
4
20)

4
6(1 2

2
2

2 . 







kk

kk ，解得 ,8
13
16 2  k

所以 5＜k2＜8．

因为 OPOBOA  ，即(x1，y1)＋(x2，y2)＝(x3，y3)，

所以当＝0时，由 0OBOA ，得 ,0
4
24,0

4
6

221221 







k

yy
k
kxx

上述方程无解，所以此时符合条件的直线 l不存在；

当≠0时， ,
)4(

24,
)4(

6
2

21
32

21
3 k

yyy
k
kxxx
















因为点 P(x3，y3)在椭圆上，

所以 1]
)4(

24[
4
1]

)4(
6[ 2

2
2

2 






kk

k


，化简得 ,
4
36

2
2

k


因为 5＜k2＜8，所以 3＜2＜4，则∈ ).2,3()3,2( 

综上，实数的取值范围为 ).2,3()3,2( 

习题 8

一、选择题



1．A 2．C 3．D 4．A 5．B

二、填空题

6．4 7． 1416

22


yx

8． 3
3,1)1( 22  yx 9． 32 10．4 a

三、解答题

11．解：(1)因为直线 3x＋4y－12＝0的斜率
4
3

k ，又直线 l过点 A(－1，3)，

所以 l的方程为 )1(
4
33  xy ，即 3x＋4y－9＝0．

(2)由点到直线距离公式，得 .2
43

|943|
22







ad 即｜3a－5｜＜10，解得 .5
3
5

 a

所以实数 a的取值范围是 }.5
3
5|{  aa

12．答：(1)圆 M的方程为(x－2)2＋(y－4)2＝4．

(2)x，y满足的方程为 y2＝8x或 y＝0(x＜0)．

13．略解：(1)曲线 C的方程为 .14

2
2 

yx

(2)设 A(x1，y1)，B(x2，y2)，其坐标满足











.1

,14

2
2

kxy

yx

消去 y并整理得(k2＋4)x2＋2kx－3＝0，

则＝(2k2)＋12(k2＋4)＞0，故 






4

3,
4

2
221221 k

xx
k
kxx

因为 OBOA  ，所以(x1，y1)·(x2，y2)＝0，即 x1x2＋y1y2＝0．

而 y1y2＝(kx1＋1)(kx2＋1)＝k2x1x2＋k(x1＋x2)＋1，

于是 ,014
2

4
3

4
3

2

2

2

2

22121 


 k
k

k
k

k
yyxx



化简得－4k2＋1＝0，所以 
2
1k

14．解：(1)由题意，得 M(1，0)，直线 l的方程为 y＝x－1．

由








xy
xy
4

1
2

，得 x2－6x＋1＝0，

设 A，B两点坐标为 A(x1，y1)，B(x2，y2)，AB中点 P的坐标为 P(x0，y0)，

则 x1＝3＋ 22 ，x2＝3－ 22 ，y1＝x1－1＝2＋ 22 ，y2＝x2－1＝2－ 22 ，

故点 A(3＋ 22 ，2＋ 22 )，B(3－ 22 ，2－ 22 )，所以

,21,32 00
21

0 


 xyxxx

故圆心为 P(3，2)，直径 ,8)()(|| 2
21

2
21  yyxxAB

所以以 AB为直径的圆的方程为(x－3)2＋(y－2)2＝16．

(2)设 A，B两点坐标为 A(x1，y1)，B(x2，y2)， ).0(  AMMB

则 ),,(),,( 2211 ymxMByxmAM 

所以











12

12 )(
yy

xmmx



①

因为点 A，B在抛物线 C上，所以 ,4,4 2
2
21

2
1 xyxy  ②

由①②，消去 x2，y1，y2得x1＝m．

若此直线 l使得｜AM｜，｜OM｜，｜MB｜成等比数列，则｜OM｜2＝｜MB｜·

｜AM｜，

即｜OM｜2＝｜AM｜·｜AM｜，所以 ],)[( 2
1

2
1

2 ymxm  

因为 mxxy  11
2
1 ,4  ，所以 ],4)[( 1

2
1

1

2 xmx
x
mm 



整理得 ,0)43( 2
1

2
1  mxmx ③

因为存在直线 l使得｜AM｜，｜OM｜，｜MB｜成等比数列，

所以关于 x1的方程③有正根，

因为方程③的两根之积为 m2＞0，所以只可能有两个正根，

所以















04)43(
0

043

22

2

mm
m
m

，解得 m≥4．

故当 m≥4时，存在直线 l使得｜AM｜，｜OM｜，｜MB｜成等比数列．
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