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9.1 不等式

知识框架

基础知识点
不等式及其解集

不等式的基本性质

典型题型

不等式的概念

根据数量关系列不等式

不等式的解（集）

不等式性质的运用

实际问题与不等式

难点题型
不等式性质的综合应用

作差法比较大小

一、基础知识点

知识点 1 不等式及其解集

1）不等式：用不等符号表示不等关系的式子。

常用不等符号有：＞、＜、≥、≤、≠

2）不等式的解：对于一个含有未知数的不等式，任何一个使不等式成立的未知数的值，都叫做这个不

等式的解。

不等式的解集：一个含有未知数的不等式的所有解，组成这个不等式的解集。

注：①当未知数取某些值时，不等式左右两边（不等号）符号所表示的大小关系依旧成立，我们就说

这个值使不等式成立。

②一般情况下，不等式的解集是一个范围

③不等式的解集必须包含不等式的所有解，不能少一个，同时也不能多一个。

3）在数轴上表示不等式：

x＞a x＜a x≥a x≤a a＜x≤b

注：在数轴上表示“＞”、“＜”时，用空心点表示，在数轴上表示“≥”、“≤”时，用实心点表示。

例 1.用不等式表示：

（1）a 与 1 的和是正数
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（2）x的�
�
与 y的 �

�
的差是非负数

（3）x的 2 倍与 1 的和大于 3

（4）a 的一半与 4 的差的绝对值不小于 a

例 2.如图所示，用代数式表示的形式写出下列各数轴上所表示的不等式的解。

（1） （2）

（3）

知识点 2 不等式的基本性质

1）不等式与等式的性质对比：

等式性质 不等式性质

加减法 若 a=b，则 a± � = � ± � 若 a>b，则 a± � ＞ �± �

乘除法
若 a=b，则 a×c=b×c

a÷ � = � ÷ �（� ≠ 0）

若 a>b，且 a>0，则 a×c > b×c（c ≠ 0）

a÷ c ＞ b÷ c（c ≠ 0）

若 a>b，且 a<0，则 a×c < b×c

a÷ c ＜ b÷ c（c ≠ 0）

传递性 若 a=b，b=c，则 a=c 若 a>b，b>c，则 a > c

注：不等式的性质需要与等式的性质共同理解记忆。

①乘除法中，等式依旧成立；不等式若乘除数为负数时，不等式不要变号。其他性质，等式与不等式

完全类似。

②等式和不等式中，除数必须不能为 0；等式中乘法可以为 0，不等式依旧不能为 0。

例 1.若 x>y，则下列式子错误的是（ ）

A.x－3>y－3 B. －3x>－3y C.x+3>y+3 D.�
�
> �

�
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二、典型题型

题型 1 不等式的概念

解题技巧：判断不等式，只需要抓住一点，即式子中含有不等符号。哪怕不等符号表示的是错误的不等关

系，也是不等式，只是不成立的不等式。

例 1.下列式子中，①a+b=3；②2＜1；③x＞5；④2m+5mn＞0；⑤2x+3y，不等式有：

例 2.写出 2 个含有 x 的不等式：

题型 2 根据数量关系列不等式

解题技巧：常见不等式的基本语言有：

①x是正数，即 x＞0；x 是负数，即 x＜0；

②x是非正数，即 x≤0；x 是非负数，即 x≥0；

③x大于 y，即 x－y＞0；x 小于 y，即 x－y＜0；

④x不大于 y，即 x－y≤0；x 不小于 y，即 x－y≥0；

⑤x、y 同号，即 xy＞0 或
�
�
＞0；x、y 异号，即 xy＜0 或

�
�
＜0（其中 x、y 均不为 0）

⑥x、y 都是正数，即 xy＞0 且 x+y＞0；x、y 都是负数，即 xy＞0 且 x+y＜0

例 1.用不等式表示：

（1）a 小于 b；

（2）a 不小于 2；

（3）x是非负数；

（4）x的 5 倍不大于 3。

例 2.用不等式表示：

（1）a 的绝对值是非负数；

（2）x的 3 倍与 2 的差是负数；

（3）m、n 的平方和不小于 m 与 n 的积的 2 倍；

（4）x比 y 的 2 倍还大。

题型 3 不等式的解（集）
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解题技巧：注意区分，不等式的解和解集是两个不同的概念。

解：只要 x的值满足不等式，这个值就是不等式的解；

解集：必须是所有满足不等式的值的集合。

即解集通常是一个取值范围，解可以是单个的值，且不唯一。

求解集方法：按照不等式的性质，解不等式获得；

求解的方法：方法一：将结果代入不等式，若不等式成立，则这个值时不等式的解；

方法二：求解出不等式的解集，若这个数再解集的范围内，则这个值是不等式的解。

例 1.下列数值中，哪些是不等式 2x+3＞9 的解？这个不等式的解集又是什么？

－4；－2；0；3；3.01；4；6；100

例 2.在 0，1，2 中，是不等式 2x－1＞2 的解的是：

例 3.下列判断正确的有：

①x>5 是不等式 x+4>8 的解集；②不等式 x+4≤5 有一个正整数解；③x=2 是不等式 x+1>2 的解集；④不等式

x+3≤4 的解有无数个；⑤x>0 是不等式 x+4>3 的解集。

题型 4 不等式性质的运用

解题技巧：不等式的性质，需要和等式的性质一起理解。，基本类似。有 2 个地方需要着重注意：①若不等

式两边同时乘或除负数，则不等号需要变号；②不等号两边同乘 0，不等式不再成立；同除 0，无意义。

例 1.判断正误：

（1）若 a＞b，则 ac2＞bc2

（2）若 ac2＞bc2，则 a＞b

（3）若 ab＞c，则 a＞�
�

（4）若 a-b>a，则 b＞0

（5）若 ab＞0，则 a＞0，b＞0.

例 2.用等号填空

（1）若 a＜b，c 为任意数，则 a－c b－c；

（2）若 a＜b，c＞0，则 ac bc；
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（3）若 a＜b，c＜0，则 ac bc；

（4）若 a＞b，c＞0，则 a+c b+c

题型 5 实际问题与不等式

解题技巧：利用不等式解决简单的应用题，需要我们从题干中提取不等关系，然后列写不等式。方法与方

程的应用类似，围绕提取出的不等关系设未知数和列不等式，完成应用题。

例 1.导火线的燃烧速度是 0.5cm/s，爆破员点燃后跑开的速度是 5m/s，为了点火后能跑到 130m 外的安全地

带，问导火线的长度应该大于多少？

例 2.铁路部门规定旅客免费携带行李的长宽高之和不能超过 160cm，某厂家生产符合规定的行李箱，已知

行李箱的高为 30cm，长与宽之比为 3:2，求该行李箱长度最大值。
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三、难点题型

题型 1 不等式性质的综合应用

解题技巧：不等式性质的应用中，主要考察特殊情况：不等号两边同乘（除）一个负数时，要变号。在求

解含有字母的不等式时，先按照普通不等式进行求解。当遇到乘除变换时，则需要考虑正负，从而考虑变

号的问题。

例 1.如果关于 x的方程
����
�

= ����
�

的解不是负值，求 a 与 b 的关系。

例 2.如果（a+1）x＞a+1 的解集是 x＜1，求 a 的取值范围。

例 3.已知关于 x的不等式，（2a—b）x+a—5b＞0 的解集是 x＜�0
�
，求 ax+b＜0 的解集。

题型 2 用作差法比较大小

解题技巧：两个数的大小可以通过它们的差来判断。若两个数 a和 b 比较大小，则：

当 a＞b时，一定有 a－b＞0；当 a=b 时，一定有 a－b=0,；当 a＜b 时，一定有 a－b＜0

反之：若 a－b＞0，则 a＞b；

若 a－b=0，则 a=b；

若有 a－b＜0 则 a＜b 时

因此，我们经常把两个要比较的对象先数量化，再求它们的差，根据差的正、负来判断对象的大小。

例 1.比较�� � ��� � �与�� � �� � �的大小。

例 2.设 x＞y，比较－（8－10x）与－（8－10y）的大小。如果较大的代数式为正数，则使这个代数式为正

数的 x 的最小整数是多少？
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9.2 一元一次不等式

知识框架

基础知识点
一元一次不等式的解法

列不等式解应用题

典型题型

一元一次不等式的判定

解一元一次不等式

列不等式，求取值范围

一元一次不等式的应用

难点题型

含参数的不等式

不等式的整数解

方程与不等式

含绝对值的不等式

一、基础知识点

知识点 1 一元一次不等式的解法

1）一元一次不等式：含有一个未知数，未知数的次数是 1 的不等式

2）解一元一次不等式：利用不等式的性质，将不等式最终转换为 x>a（x≥a）或 x<a（x≤a）的形式。

3）解一元一次不等式的步骤：

a.去分母；b.去括号；c.移项；d.合并同类项；e.系数化为 1

注：①解一元一次不等式的步骤与解一元一次方程完全一样。唯一不同点在于，若不等式两边同乘或

除负数，则不等号需要变号 。

例：− ���
�
�− ��−�

�

－3（2+x）≥－2（2x－1） 去分母

－6－3x≥－4x+2 去括号

－6－2≥－4x+3x 移项

－8≥－x 合并同类项

8≤x 系数化为 1，不等式两边同乘（－1），不等号变号

x≥8

例 1.解下列不等式。

（1）3（1-x）＜2（x+9） （2）− ��−�
�

� � � ��−�
−�

� ����
�
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例2. 解下列不等式，并把解集在数轴上表示出来。

（1）5-2x>3 （1）7x-8≤2x+7

知识点 2 列不等式解应用题

1）不等式的应用题，与等式应用题类似，主要思路为：

a.根据题意，列写不等关系式；

b.设未知数，使之方便表示不等关系式；

c.根据不等关系，列写不等关系式；

d.解不等式求解问题。

例 1.班级篮球赛，胜一场 3 分，平一场 1 分，负一场 0 分。某班 28 场比赛要想至少得 43 分，那么他们最

少要胜多少场？

例 2.某商品的进价是 500 元，标价为 750 元，商店要求以利润率不低于 5%的售价打折出售。售货员最低可

以打几折？
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二、典型题型

题型 1 一元一次不等式的判定

解题技巧：一元一次不等式需同时满足 3 个条件：①1 个未知数（一元），且未知数前面的系数不为 0；②

未知数的次数为 1（一次），且是整数（未知数不能出现在字母中）；③含有不等符号

例 1.下列不等式中是一元一次不等式的是（ ）

A.x+1=0 B.x+y＞1 C.x＞0 D.�� − �＞0

例 2.若����� − �＞0时关于 x的一元一次不等式，求 m 的值。

题型 2 解一元一次不等式

解题技巧：一元一次不等式的解法与一元一次方程的解法类似，主要步骤有：去分母、去括号、移项、合

并同类项和系数化为 1。这些步骤中，不等式乘除负数时需要变号，这是唯一一点与解一元一次方程不同地

方，其余地方完全相同。还需要注意的点：①移项要变号；②去分母需要所有项都乘最小公倍数；③去括

号，若括号前有系数，括号中每一项都要乘系数；若括号前时负号，括号中每一项都要变号。

例 1.解下列不等式。

（1）3（x+1）＞2（1－x） （2）4（x－2）＞5（x+1）－6

例 2.解下列不等式。

（1）���
�

− �−�
�
� � （2）��−�

�
� ����

�
− �

题型 3 列不等式，求取值范围

解题技巧：该类题型，先按照题意，写出不等式；再通过求解不等式得到取值范围。

例 1.当 x 时，x－4 的值大于
�
�
� � �的值。

题型 4 一元一次不等式的应用

解题技巧：建议对应用题解答不熟悉者，严格按照应用题的 3 步走：

①根据题意，列写等量（不等）关系式；

②以等量（不等）关系表达方便为原则，设未知数；
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③根据等量（不等）关系式，列方程解决问题

读者按照此步骤，独立完成几道题目后，即能培养出解应用题能力，后续可跳过步骤 1.

例 1.小明用 100 元钱购得笔记本和钢笔共 30 件，已知每本笔记本 2 元，每只钢笔 5 元，那么小明最多能买

多少只钢笔？

例 2.某工人加工 300 个零件，若每小时加工 50 个就可以按时完成；但他加工 2 小时候，因事停工 40 分钟。

那么这个工人为了按时或提前完成任务，后面的时间每小时至少要加工多少个零件？
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三、难点题型

题型 1 含参数的不等式

解题技巧：在不等式中，未知数含有参数时，将参数当作常数进行求解，但是需注意分类讨论（不等式乘

除变换时的正负性）。

例 1.解关于 x 的不等式：a2(x-3)<2a+4x+2

例 2.若不等式
��−�
�

>�
�
− �与

�
�
<5 同解，求 a 的值

题型 2 不等式的整数解

解题技巧：先求出不等式的解集，再根据解集确定整数解

例 1.求不等式
�
�
� � � − �

�
�� − �� � �

�
�� − ��的正整数解

例 2.如果关于 x 的不等式组
��− � � 0
��− 的 解 0的整数解仅为 4、5、6，那么适合这个不等式组的整数对（m，n）

共有多少对？

题型 3 方程与不等式

解题技巧：先消去部分未知数，利用剩余未知数范围，求出题干要求取值范围

例 1.m 为何值时，方程 x+�
�
�� � �� −

�
�
�� � � = � −

�
�
（� − ��）有负数解。

例 2.求适合 6x－y>x+y，且 y 满足方程 3y－5=2y+5x 的 x 的取值范围。

例 3.x，y，z 为非负数，且满足：3y+2z=3+x，3y+z=4-3x，求 w=3x-3y+4z 的取值范围。

题型 4 含绝对值的不等式

解题技巧：去绝对值：若 a>0，则 � ≤a�-a≤x≤a， � �a� � � �或 � �− �；

方法一：采用“零点分段法”，去绝对值，具体见例 1；

方法二：“数形结合”， � − � 表示 x与 a 点的距离，具体见例 2.

例 1.解不等式 � − � − ��− � ＜1
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例 2.解不等式 � � � − � − � ＜9

注：采用“数形结合”法时，同一个不等式中，未知数 x 的系数必须相同
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9.3 一元一次不等式组

知识框架

基础知识点

一元一次不等式组及解集的定义

一元一次不等式组解集的确定及解法

双向不等式及解法

典型题型

一元一次不等式组的判定

一元一次不等式组的解集

解一元一次不等式组

一元一次不等式组的应用

用不等式组解决实际问题

方案设计

最值问题

难点题型

由不等式组确定字母的取值

不等式组中的数学思想

整体思想

数形结合

分类讨论

不等式的应用

不等式的综合

一、基础知识点

知识点 1 一元一次不等式组及解集的定义

1）一元一次不等式组：多个一元一次不等式的组合（多为 2 个一元一次不等式）

注：①多个不等式，一般情况下为 2 个不等式，但不局限于 2 个不等式，也可是更多个不等式的组合。

②所有不等式中，未知数应有且仅有相同的一个

2）不等式组的解集：每个不等式，都会有自己解出来的解集。我们将不等式组的每个解集公共部分叫

作不等式组的解集。

例 1.判断下列各不等式是不是一元一次不等式组：

（1）
x � � 解 �x
y > � （2） x� � � > �x

x 解 �
（3） x � � > �x

x 解− �

（4）
x − � > 0
x � � 解 0

x − � > �x − �
（5）2x－8≤7－x<5

知识点 2 一元一次不等式组解集的确定及解法

1）解集在数轴上表示的步骤：

a.画数轴（特别注意数轴三要素）；
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b.描点（有等号有实心点，无等号用空心点）；

c.在数轴上标不等式方向（大于向右，即正方向；小于向左）；

d.标出重合区域，即为不等式的解集。

2）通常情况下，解集有如下几种情况：

注：若
�≤ �
�≥ � ⟹ x=a ；若

�＜�
�＞�

⟹ 无解

3）解一元一次不等式组步骤：

a.分别求每个不等式解集；b.在坐标轴上画图，并找出公共部分；c.根据数轴公共部分，写出不等式组

最终解集。

例 1.解下列不等式组：

（1）
�x � � 解 x � �

x
�
� x−�

�
（2）

�x − � > x � �
�
�
x − � � � − �

�
x （3）

x
�
− � x � � � ��

�x
�
� � x � � � �

知识点 3 双向不等式及解法

1）方法一（通用方法）：a.将双向不等式化为多个不等式（1 个双向不等式可以化为 2 个不等式）；b.

按照不等式组的步骤求解。

2）方法二：双向不等式中，仅当中间项有未知数，两边项无未知数时，可以直接将双向不等式按照普

通不等式，根据不等式的性质进行化简求解。具体见例 1（2）。

例 1.解不等式：

（1）�x−�
�

≤
�−x
�
解 � （2）− � � �−�x

�
解 �
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二、典型题型

题型 1 一元一次不等式组的判定

解题技巧：一元一次不等式组的判定需要抓住几点：

①每个不等式都是一元一次不等式；

②由多个不等式组成；

③多个不等式中的未知数是同一个未知数

例 1.下列是一元一次不等式组的是（ ）

A.
� � �＞�
�
�
� �＞�

B.
� � �＞�
� � �＞�

C.
�＞�
�＞�

� � �＜�

D.
� � �＞�
�� � �＜�

例 2.
（的 � �）� � �＞�

���� � �＜�
是关于 x 的一元一次不等式组，求 m、n的值。

题型 2 一元一次不等式组的解集

解题技巧：口诀：①同大取大；②同小取小；③大小小大中间夹；④大大小小无解答

在确定不等式组的解集时，建议根据数轴来确定，即在数轴上标出各个不等式的解集，不等式组的解集

即各个不等式解集的公共部分。

注：可取得等号时，用实心点表示；不能取等号时，用空心点表示。

例 1.关于 x的不等式组 − �＜�
� − � � 0

，其解集在数轴上表示正确的是（ ）

例 2.不等式组
�� � �� � �

�−�
�

＞� 的解集，在数轴上表示正确的是（ ）

题型 3 解一元一次不等式组
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解题技巧：首先分别求多个不等式的解集；然后将各个不等式的解集表示在数轴上；最后读取数轴上重叠

部分，作为不等式组的最终解集。

例 1.解下列不等式组。

（1） �� � �＞�
�� − � � �

（2） �� � � � �（� � �）
�� − � � ��

例 2.解下列不等式组。

（1）
�� � �＜� � ��
����
�

＞� − �
（2）

� � � �− � � �
��−�
�

＜
���
�

题型 4 一元一次不等式组的应用

一元一次不等式组的应用

用不等式组解决实际问题

方案设计

最值问题

一、用不等式组解决实际问题

解题技巧：不等式组中的应用题，依旧是一元一次方程中的一些题型，如和差倍问题、积分问题、总分问

题、配套问题等，此处不再赘婿，遗忘者请复习一元一次方程的应用。在解决实际问题中，关键在于把握

题干意思，提取去等量（不等）关系，列写方程。

例 1.在课外阅读课上，老师将 43 本书分给各个小组，每组 8 本，还有剩余；每组 9 本，却又不够，那么一

共有几个小组？

例 2.某超市销售有甲、乙两种商品，甲商品每件进价 10 元，售价 15 元；乙商品每件进价 30 元，售价 40

元。若该超市要使两种商品共 80 件的购进费用不超过 1640 元，且总利润不少于 600 元。求该超市购进甲

种商品件数最多是多少件？

二、方案设计

解题技巧：该类题型，会要提解题者提供符合条件的方案。解决此类问题，依旧先按照普通不等式组解决

问题的题型进行，最终会得到一个取值范围。那么提出的方案只需要符合这个取值范围即可。

例 1.搭建板房，有板材 5600 ㎡，铝材 2210 ㎡，计划用这些材料搭建甲、乙两种规格板房共 100 间，需要

的材料如下表：
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请你根据以上信息，设计出甲、乙两种板房的搭建方案。

例 2.某企业新增了一个化工项目，为了节约资源，保护环境，该企业决定购买 A、B 两种型号的无水处理设

备共 8 台，具体情况如下表：

经预算，企业最多支出 89 万元用来购买设备，且要求月处理无水能力不低于 1380 吨。该企业有哪些购买

方案。

三、最值问题

解题技巧：最值问题是在方案问题上进一步深化，要求解题者求出利润（结果）最大（小）的方案。解题

方法为：先按照方案问题，求解出所有合适的方案，在求出各个方案的利润（结果），比较得出最大（小）

利润（结果）的方案。

例 1.服装店老板计划批发 A、B 两种品牌服装，调查得知，销售一件 A 品牌服装可获利 25 元，销售一件 B

品牌服装可获利 32 元。根据市场需求，该店老板购进 A 种服装比购进 B 种服装的 2 倍还多 4 件，且 A 种服

装最多可进 48 件，若服装全部售出后，老板可获得的利润不少于 1740 元，请你提供一种获利最大的方案。

例 2.学校计划购进一批电脑和电子白板，已知每台电脑、每台电子白板各 0.5 万元和 1.5 万元。根据学校实

际，需购进电脑和电子白板共 30 台，总费用不超过 30 万元，但不低于 28 万元。请你通过计算，提供一种

费用最低的方案。
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三、难点题型

题型 1 由不等式组确定字母的取值

解题技巧：将字母视为常数，按照不等式组的方法解不等式，得到的结果中必然含有字母；题型中，会告

知方程组解的一些关系，根据这些关系，再来探究字母的取值。

例 1.已知方程组
�� � � = ��� �
� − �� =− �� 的解 x、y 都是正数，且 x的值小于 y 的值，求 m的取值范围。

例 2.k为何值时，方程组
� � � = ��
� − � = �中的 x＞1，y＜1？

例 3.如果关于 x的方程（1）���
�
= �

�
的解也是不等式组（2）

�−�
�

＞� − �
� � − � � � − �

的一个解，求 m 的取值范围。

题型 2 不等式组中的数学思想

不等式组中的数学思想

整体思想

数形结合

分类讨论

一、整体思想

解题技巧：整体求解，往往会使得求解过程比较简洁，但不具有一般性。读者在学有余力的情况下，平时

可多积累此类题型的经验。

例 1.已知方程组满足
� � � =− ��
� − �� = � − �的解满足 x＞y，求 k 的取值范围。

例 2.已知
� � �� = ��

�� � � = �� � �，且－1＜x+y＜0，求 k的取值范围。

二、数形结合

解题技巧：不等式组的解集通常是一个取值范围，可以在利用数轴进行表示。利用数形结合思想分析解集，

能够更清晰表达解集之间的关系。最终结果能否取到等号，需要注重注意分析。

例 1.关于 x的不等式组
� − � � 0

� − ��＞ − �的整数解共有 5 个，求 a 的取值范围。

例 2.若不等式组
� − �� �− �
�− �＞0 无解，求 a的取值范围。
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三、分类讨论

解题技巧：当不等数组中涉及到字母时，因无法确定每个不等式结果的大小关系，无法最终确定解集，会

出现多解问题。此刻，我们要进行分类讨论。

例 1.不等式组
�＞��� �
�＞�� �

的解集是 x＞－1，求 m 的值。

例 2.不等式组
�＜�� − �
�＜� − �

的解集是 x＜1，求 m的值。

题型 3 不等式的应用

解题技巧：在不等式的应用当中，遇到的是实际问题，要求解出的为整数解。

例 1.甲、乙两个粮库原来各存有整袋的粮食。如果从甲库调 90 袋到乙库，则乙库存粮是甲库的 2 倍；如果

从乙库调若干袋到甲库，则甲库存粮是乙库的 6 倍。问甲库最少有多少粮食？

例 2.某宾馆底楼客房比二楼客房少 5 间，某旅游团 48 人，若全安排住在底楼，每间住 4 人，房间不够；每

间住 5 人，有房间没有住满 5 人。又若全安排住二楼，每间住 3 人，房间不够；每间住 4 人，有房间

没有住满 4 人。问该宾馆底楼有多少间客房？

例 3.8 人乘 2 车去车站（不包括司机）。其中一辆车在距车站 15km 处坏了，此时离检票停止还有 42min。已

知车速为 60km/h，人速为 5km/h。什么方案用时最短，所有人能否准时赶到车站？

题型 4 不等式的综合

解题技巧：该题型技巧性较强，需要在日常中多积累方法与技巧

例 1.自然数 a、b、c 中，a＜b，且满足 a+b=2017，c—a=2017，求 a+b+c 的最大值。

例 2.设 x1、x2、x3、x4、x5 的正整数，且满足：x1+x2+x3+x4+x5=x1∙x2∙x3∙x4∙x5，求 x5 的最大值。

例 3.若 a、b、c 都是正数，且 a<b，求
b
a
与

b�c
a�c

的大小
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例 4.设 A=�
a
+�
b
+�
c
，其中 A 为整数，a，b，c 均为正整数，且 a>b>c，求 a，b，c
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