
选修 4_5 不等式选讲
课 题： 第 01 课时 不等式的基本性质

目的要求：

重点难点：

教学过程：

一、引入：

不等关系是自然界中存在着的基本数学关系。《列子?汤问》中脍炙人口的“两小儿辩日”：

“远者小而近者大”、“近者热而远者凉”，就从侧面表明了现实世界中不等关系的广泛存在；日

常生活中息息相关的问题，如“自来水管的直截面为什么做成圆的，而不做成方的呢?”、“电灯

挂在写字台上方怎样的高度最亮？”、“用一块正方形白铁皮，在它的四个角各剪去一个小正方形，

制成一个无盖的盒子。要使制成的盒子的容积最大，应当剪去多大的小正方形？”等，都属于不等

关系的问题，需要借助不等式的相关知识才能得到解决。而且，不等式在数学研究中也起着相当重

要的作用。

本专题将介绍一些重要的不等式（含有绝对值的不等式、柯西不等式、贝努利不等式、排序不等式

等）和它们的证明，数学归纳法和它的简单应用等。

人与人的年龄大小、高矮胖瘦，物与物的形状结构，事与事成因与结果的不同等等都表现出不

等的关系，这表明现实世界中的量，不等是普遍的、绝对的，而相等则是局部的、相对的。还可从

引言中实际问题出发，说明本章知识的地位和作用。

生活中为什么糖水加糖甜更甜呢?转化为数学问题：a克糖水中含有 b克糖(a>b>0)，若再加

m(m>0)克糖，则糖水更甜了，为什么?

分析：起初的糖水浓度为
a
b
，加入 m克糖 后的糖水浓度为

ma
mb




，只要证
ma
mb




>
a
b
即可。怎

么证呢?

二、不等式的基本性质：

1、实数的运算性质与大小顺序的关系：

数轴上右边的点表示的数总大于左边的点所表示的数，从实数的减法在数轴上的表示可知：



得出结论：要比较两个实数的大小，只要考察它们的差的符号即可。

2、不等式的基本性质：

①、如果 a>b，那么 b<a，如果 b<a，那么 a>b。(对称性)

②、如果 a>b，且 b>c，那么 a>c，即 a>b，b>c a>c。

③、如果 a>b，那么 a+c>b+c，即 a>b a+c>b+c。

推论：如果 a>b，且 c>d，那么 a+c>b+d．即 a>b， c>d  a+c>b+d．

④、如果 a>b，且 c>0，那么 ac>bc；如果 a>b，且 c<0，那么 ac<bc．

⑤、如果 a>b >0，那么 nn ba  (nN，且 n>1)

⑥、如果 a>b >0，那么 nn ba  (nN，且 n>1)。

三、典型例题：

例 1、已知 a>b，c<d，求证：a-c>b-d．

例 2已知 a>b>0，c<0，求证：
b
c

a
c
 。

四、练习：

五、作业：



选修 4_5 不等式选讲
课 题： 第 02 课时 含有绝对值的不等式的解法

目的要求：

重点难点：

教学过程：

一、引入：

在初中课程的学习中，我们已经对不等式和绝对值的一些基本知识有了一定的了解。在此基础

上，本节讨论含有绝对值的不等式。

关于含有绝对值的不等式的问题，主要包括两类：一类是解不等式，另一类是证明不等式。下

面分别就这两类问题展开探讨。

1、解在绝对值符号内含有未知数的不等式（也称绝对值不等式），关键在于去掉绝对值符号，

化成普通的不等式。主要的依据是绝对值的意义.

请同学们回忆一下绝对值的意义。

在数轴上，一个点到原点的距离称为这个点所表示的数的绝对值。即
















0
00
0

xx
x
xx

x
，如果

，如果

，如果

。

2、含有绝对值的不等式有两种基本的类型。

第一种类型。 设 a为正数。根据绝对值的意义，不等式 ax  的解集是

}|{ axax  ，它的几何意义就是数轴上到原点的距离小于 a的点的集合是开区间（－a，a），

如图所示。

a 图 1-1 a

如果给定的不等式符合上述形式，就可以直接利用它的结果来解。

第二种类型。 设 a为正数。根据绝对值的意义，不等式 ax  的解集是

{ |x ax  或 ax  }

它的几何意义就是数轴上到原点的距离大于a的点的集合是两个开区间 ),(),,(  aa 的并集。

如图 1-2 所示。

–a a



图 1-2

同样，如果给定的不等式符合这种类型，就可以直接利用它的结果来解。

二、典型例题：

例 1、解不等式 213  xx 。

例 2、解不等式 xx  213 。

方法 1：分域讨论

★方法 2：依题意， xx  213 或 213  xx ，（为什么可以这么解？）

例 3、解不等式 52312  xx 。

例 4、解不等式 512  xx 。

解 本题可以按照例 3的方法解，但更简单的解法是利用几何意义。原不等式即数轴上的点 x

到 1，2的距离的和大于等于 5。因为 1，2的距离为 1，所以 x在 2的右边，与 2的距离大于等于

2（＝（5－1） )2 ；或者 x在 1的左边，与 1的距离大于等于 2。这就是说， 4x 或 .1x

例 5、不等式 31  xx > a，对一切实数 x都成立，求实数 a的取值范围。

三、小结：

四、练习：解不等式

1、 .1122 x 2、 01314  x

3、 423  xx . 4、 xx  21 .

5、 1422  xx 6、 212  xx .

7、 42  xx 8、 .631  xx

9、 21  xx 10、 .24  xx

五、作业：



选修 4_5 不等式选讲
课 题： 第 03 课时 含有绝对值的不等式的证明

目的要求：

重点难点：

教学过程：

一、引入：

证明一个含有绝对值的不等式成立，除了要应用一般不等式的基本性质之外，经常还要用到关

于绝对值的和、差、积、商的性质：

（1） baba  （2） baba 

（3） baba  （4） )0(  b
b
a

b
a

请同学们思考一下，是否可以用绝对值的几何意义说明上述性质存在的道理？

实际上，性质 baba  和 )0(  b
b
a

b
a

可以从正负数和零的乘法、除法法则直接推出；而

绝对值的差的性质可以利用和的性质导出。因此，只要能够证明 baba  对于任意实数都成

立即可。我们将在下面的例题中研究它的证明。

现在请同学们讨论一个问题：设 a为实数， a和 a 哪个大？

显然 aa  ，当且仅当 0a 时等号成立（即在 0a 时，等号成立。在 0a 时，等号不成立）。

同样， .aa  当且仅当 0a 时，等号成立。

含有绝对值的不等式的证明中，常常利用 aa  、 aa  及绝对值的和的性质。

二、典型例题：

例 1、证明 （1） baba  ， （2） baba  。

证明（1）如果 ,0 ba 那么 .baba  所以 .bababa 

如果 ,0 ba 那么 ).( baba  所以 babababa  )()(

（2）根据（1）的结果，有 bbabba  ，就是， abba  。

所以， baba  。

例 2、证明 bababa  。



例 3、证明 cbcaba  。

思考：如何利用数轴给出例 3的几何解释？

（设 A，B，C为数轴上的 3个点，分别表示数 a，b，c，则线段 .CBACAB  当且仅当 C在 A，

B之间时，等号成立。这就是上面的例 3。特别的，取 c＝0（即 C为原点），就得到例 2的后半部

分。）

探究：试利用绝对值的几何意义，给出不等式 baba  的几何解释？

含有绝对值的不等式常常相加减，得到较为复杂的不等式，这就需要利用例 1，例 2和例 3的

结果来证明。

例 4、已知
2

,
2

cbycax  ，求证 .)()( cbayx 

证明 )()()()( byaxbayx  byax  （1）

2
,

2
cbycax  ，

∴ cccbyax 
22

（2）

由（1），（2）得： cbayx  )()(

例 5、已知 .
6

,
4

ayax  求证： ayx  32 。

证明
6

,
4

ayax  ，∴
2

3,
2

2 ayax  ，

由例 1及上式， aaayxyx 
22

3232 。

注意： 在推理比较简单时，我们常常将几个不等式连在一起写。但这种写法，只能用于不等

号方向相同的不等式。

三、小结：

四、练习：

1、已知 .
2

,
2

cbBcaA  求证： cbaBA  )()( 。

2、已知 .
6

,
4

cbycax  求证： cbayx  3232 。



五、作业：



选修 4_5 不等式选讲
课 题： 第 07 课时 不等式的证明方法之一：比较法

目的要求：

重点难点：

教学过程：

一、引入：

要比较两个实数的大小，只要考察它们的差的符号即可，即利用不等式的性质：

二、典型例题：

例 1、设 ba  ，求证： )(23 22 babba  。

例 2、若实数 1x ，求证： .)1()1(3 2242 xxxx 

证明：采用差值比较法：

=
324242 2221333 xxxxxxx 

= )1(2 34  xxx

= )1()1(2 22  xxx

= ].
4
3)

2
1[()1(2 22  xx

∴ ,0]
4
3)

2
1[()1(2 22  xx

∴ .)1()1(3 2242 xxxx 

讨论：若题设中去掉 1x 这一限制条件，要求证的结论如何变换？

例 3、已知 ,,  Rba 求证 .abba baba 

本题可以尝试使用差值比较和商值比较两种方法进行。

证明：1) 差值比较法：注意到要证的不等式关于 ba, 对称，不妨设 .0 ba

0)(
0




 bababbabba babababa

ba
，从而原不等式得证。

2）商值比较法：设 ,0 ba

,0,1  ba
b
a .1)(  ba

ab

ba

b
a

ba
ba

故原不等式得证。



注：比较法是证明不等式的一种最基本、最重要的方法。用比较法证明不等式的步骤是：作差

（或作商）、变形、判断符号。

例 4、甲、乙两人同时同地沿同一路线走到同一地点。甲有一半时间以速度m行走，另一半时间以速度n行
走；乙有一半路程以速度m行走，另一半路程以速度 n行走。如果 nm  ，问甲、乙两人谁先到达指定地点。

分析：设从出发地点至指定地点的路程是 S ，甲、乙两人走完这段路程所用的时间分别为 21 , tt 。要回答题

目中的问题，只要比较 21 , tt 的大小就可以了。

解：设从出发地点至指定地点的路程是 S，甲、乙两人走完这段路程所用的时间分别为 21 , tt ，根据题意有

Sntmt 
22
11 ， 222

t
n
S

m
S

 ，可得
nm
St



2

1 ，
mn
nmSt

2
)(

2


 ，

从而
mn
nmS

nm
Stt

2
)(2

21






mnnm
nmmnS

)(2
])(4[ 2





mnnm
nmS
)(2
)( 2




 ，

其中 nmS ,, 都是正数，且 nm  。于是 021  tt ，即 21 tt  。

从而知甲比乙首先到达指定地点。

讨论：如果 nm  ，甲、乙两人谁先到达指定地点？

例 5、设 .1,0,12)( 2  qppqxxf 求证；对任意实数 ba, ，恒有

).()()( qbpafbqfapf  （1）

证明 考虑（1）式两边的差。

＝ ]1)(2[)12()12( 222  qbpabqap

＝ .14)1(2)1(2 22  qppqabbqqapp （2）

即（1）成立。

三、小结：

四、练习：

五、作业：

1．比较下面各题中两个代数式值的大小：

（1）
2x 与 12  xx ；（2） 12  xx 与

2)1( x .

2．已知 .1a 求证：（1） ;122  aa （2） .1
1
2

2  a
a

3．若 0 cba ，求证 .)( 3
cba

cba abccba




4．比较 a
4
-b

4
与 4a

3
(a-b)的大小．



解： a
4
-b

4
- 4a

3
(a-b)=(a-b)(a+b)(a

2
+b

2
) -4a

3
(a-b)= (a-b)(a

3
+ a

2
b+ab

2
+b

3
-4a

3
)

= (a-b)[(a
2
b-a

3
)+(ab

3
-a

3
)+(b

3
-a

3
)]= - (a-b)

2
(3a

3
+2ab+b

2
)

= - (a-b)
2 0

3
2

3
3

22
























bba (当且仅当 d＝b时取等号)

∴a
4
-b

4 4a3
(a-b)。

5．比较(a+3)(a-5)与(a+2)(a-4)的大小．

6．已知 x≠0，比较(x
2
+1)

2
与 x

4
+x

2
+1 的大小．

7．如果 x>0，比较  21x 与  21x 的大小．

8．已知 a≠0，比较   1212 22  aaaa 与   11 22  aaaa 的大小．

9．设 x 1，比较 x
3
与 x

2
-x+1 的大小．

说明：“变形”是解题的关键，是最重一步。因式分解、配方、凑成若干个平方和等是“变形”

的常用方法。



选修 4_5 不等式选讲
课 题： 第 08 课时 不等式的证明方法之二：综合法与分析法

目的要求：

重点难点：

教学过程：

一、引入：

综合法和分析法是数学中常用的两种直接证明方法，也是不等式证明中的基本方法。由于两者在证明思路上

存在着明显的互逆性，这里将其放在一起加以认识、学习，以便于对比研究两种思路方法的特点。

所谓综合法，即从已知条件出发，根据不等式的性质或已知的不等式，逐步推导出要证的不等式。而分析法，

则是由结果开始，倒过来寻找原因，直至原因成为明显的或者在已知中。前一种是“由因及果”，后一种是“执

果索因”。打一个比方：张三在山里迷了路，救援人员从驻地出发，逐步寻找，直至找到他，这是“综合法”；而

张三自己找路，直至回到驻地，这是“分析法”。

以前得到的结论，可以作为证明的根据。特别的， ABBA 222  是常常要用到的一个重要不等式。

二、典型例题：

例 1、 ba, 都是正数。求证： .2
a
b

b
a

证明：由重要不等式 ABBA 222  可得

本例的证明是综合法。

例 2、设 0,0  ba ，求证 .2233 abbaba 

证法一 分析法

要证 2233 abbaba  成立.

只需证 )())(( 22 baabbababa  成立，

又因 0 ba ，

只需证 abbaba  22 成立，

又需证 02 22  baba 成立，

即需证 0)( 2  ba 成立.

而 0)( 2  ba 显然成立. 由此命题得证。

证法二 综合法

注意到 0,0  ba ，即 0 ba ，



由上式即得 )())(( 22 baabbababa  ，

从而 2233 abbaba  成立。

议一议：根据上面的例证，你能指出综合法和分析法的主要特点吗？

例 3、已知 a，b，m都是正数，并且 .ba  求证： .
b
a

mb
ma





（1）

证法一 要证（1），只需证 )()( mbamab  （2）

要证（2），只需证 ambm  （3）

要证（3），只需证 ab  （4）

已知（4）成立，所以（1）成立。

上面的证明用的是分析法。下面的证法二采用综合法。

证法二 因为 mab , 是正数，所以 ambm 

两边同时加上 ab得 )()( mbamab 

两边同时除以正数 )( mbb  得（1）。

读一读：如果用 QP 或 PQ 表示命题 P可以推出命题 Q（命题 Q可以由命题 P推出），

那么采用分析法的证法一就是 （1） ).4()3()2( 

而采用综合法的证法二就是 ).1()2()3()4( 

如果命题 P可以推出命题 Q，命题 Q 也可以推出命题 P，即同时有 PQQP  , ，那么我们

就说命题 P与命题 Q等价，并记为 .QP 在例 2中，由于 mbmb ,, 都是正数，实际上

例 4、证明：通过水管放水，当流速相同时，如果水管横截面的周长相等，那么横截面是圆的

水管比横截面是正方形的水管流量大。

分析：当水的流速相同时，水管的流量取决于水管横截面面积的大小。设截面的周长为 L，则

周长为 L的圆的半径为
2
L

，截面积为
2

2









 L
；周长为 L的正方形为

4
L
，截面积为

2

4






 L

。所以本

题只需证明
22

42













 LL


 。



证明：设截面的周长为 L，则截面是圆的水管的截面面积为
2

2









 L
，截面是正方形的水管的

截面面积为
2

4






 L

。只需证明：
22

42













 LL


 。

为了证明上式成立，只需证明
164

2

2

2 LL





。

两边同乘以正数 2

4
L

，得：
4
11




。

因此，只需证明 4 。

上式显然成立，所以
22

42













 LL


 。

这就证明了：通过水管放水，当流速相同时，如果水管横截面的周长相等，那么横截面是圆的

水管比横截面是正方形的水管流量大。

例 5、证明： cabcabcba  222 。

证法一 因为 abba 222  （2）

bccb 222  （3）

caac 222  （4）

所以三式相加得 )(2)(2 222 cabcabcba  （5）

两边同时除以 2即得（1）。

证法二 因为 ,0)(
2
1)(

2
1)(

2
1)( 222222  accbbacabcabcba

所以（1）成立。

例 6、证明： .)())(( 22222 bdacdcba  （1）

证明 （1） 0)())(( 22222  bdacdcba （2）

 0)2( 222222222222  dbabcdcadbdacbca （3）

 022222  abcddacb （4）

 0)( 2  adbc （5）

（5）显然成立。因此（1）成立。

例 7、已知 cba ,, 都是正数，求证 .3333 abccba  并指出等号在什么时候成立？



分析：本题可以考虑利用因式分解公式

着手。

证明： abccba 3333 

= ))(( 222 cabcabcbacba 

= ].)()())[((
2
1 222 accbbacba 

由于 cba ,, 都是正数，所以 .0 cba 而 0)()()( 222  accbba ，

可知 03333  abccba

即 abccba 3333  （等号在 cba  时成立）

探究：如果将不等式 abccba 3333  中的 333 ,, cba 分别用 cba ,, 来代替，并在两边同除以 3，

会得到怎样的不等式？并利用得到的结果证明不等式：

27)1)(1)(1(  accbba ，其中 cba ,, 是互不相等的正数，且 1abc .

三、小结：

解不等式时，在不等式的两边分别作恒等变形，在不等式的两边同时加上（或减去）一个数

或代数式，移项，在不等式的两边同时乘以（或除以）一个正数或一个正的代数式，得到的不等式

都和原来的不等式等价。这些方法，也是利用综合法和分析法证明不等式时常常用到的技巧。

四、练习：

1、已知 ,0x 求证： .21


x
x

2、已知 ,,0,0 yxyx  求证 .411
yxyx 



3、已知 ,0 ba 求证 .baba 

4、已知 .0,0  ba 求证：

（1） .4))(( 11   baba

（2） .8))()(( 333322 babababa 

5、已知 dcba ,,, 都是正数。求证：

（1） ;
2

cdabdcba



（2） .

4
4 abcddcba






6、已知 cba ,, 都是互不相等的正数，求证 .9))(( abccabcabcba 



选修 4_5 不等式选讲
课 题： 第 09 课时 不等式的证明方法之三：反证法

目的要求：

重点难点：

教学过程：

一、引入：

前面所讲的几种方法，属于不等式的直接证法。也就是说，直接从题设出发，经过一系列的逻

辑推理，证明不等式成立。但对于一些较复杂的不等式，有时很难直接入手求证，这时可考虑采用

间接证明的方法。所谓间接证明即是指不直接从正面确定论题的真实性，而是证明它的反论题为假，

或转而证明它的等价命题为真，以间接地达到目的。其中，反证法是间接证明的一种基本方法。

反证法在于表明：若肯定命题的条件而否定其结论，就会导致矛盾。具体地说，反证法不直

接证明命题“若 p则 q”，而是先肯定命题的条件 p，并否定命题的结论 q，然后通过合理的逻辑

推理，而得到矛盾，从而断定原来的结论是正确的。

利用反证法证明不等式，一般有下面几个步骤：

第一步 分清欲证不等式所涉及到的条件和结论；

第二步 作出与所证不等式相反的假定；

第三步 从条件和假定出发，应用证确的推理方法，推出矛盾结果；

第四步 断定产生矛盾结果的原因，在于开始所作的假定不正确，于是原证不等式成立。

二、典型例题：

例 1、已知 0 ba ，求证： nn ba  （ Nn 且 1n ）

例 1、设 233  ba ，求证 .2 ba

证明：假设 2 ba ，则有 ba  2 ，从而

因为 22)1(6 2 b ，所以 233  ba ，这与题设条件 233  ba 矛盾，所以，原不

等式 2 ba 成立。

例 2、设二次函数 qpxxxf  2)( ，求证： )3(,)2(,)1( fff 中至少有一个不小于
2
1
.



证明：假设 )3(,)2(,)1( fff 都小于
2
1
，则

.2)3()2(2)1(  fff （1）

另一方面，由绝对值不等式的性质，有

2)39()24(2)1(

)3()2(2)1()3()2(2)1(





qpqpqp

ffffff
（2）

（1）、（2）两式的结果矛盾，所以假设不成立，原来的结论正确。

注意：诸如本例中的问题，当要证明几个代数式中，至少有一个满足某个不等式时，通常采用

反证法进行。

议一议：一般来说，利用反证法证明不等式的第三步所称的矛盾结果，通常是指所推出的结果

与已知公理、定义、定理或已知条件、已证不等式，以及与临时假定矛盾等各种情况。试根据上述

两例，讨论寻找矛盾的手段、方法有什么特点？

例 3、设 0 < a, b, c < 1，求证：(1 ? a)b, (1 ? b)c, (1 ? c)a,不可能同时大于
4
1

证：设(1 ? a)b >
4
1
, (1 ? b)c >

4
1
, (1 ? c)a >

4
1
,

则三式相乘：ab < (1 ? a)b?(1 ? b)c?(1 ? c)a <
64
1

①

又∵0 < a, b, c < 1 ∴
4
1

2
)1()1(0

2





 


aaaa

同理：
4
1)1(  bb ,

4
1)1(  cc

以上三式相乘： (1 ? a)a?(1 ? b)b?(1 ? c)c≤
64
1

与①矛盾

∴原式成立

例 4、已知 a + b + c > 0，ab + bc + ca > 0，abc > 0，求证：a, b, c > 0

证：设 a < 0, ∵abc > 0, ∴bc < 0

又由 a + b + c > 0, 则 b + c = ?a > 0

∴ab + bc + ca = a(b + c) + bc < 0 与题设矛盾

又：若 a = 0，则与 abc > 0 矛盾， ∴必有 a > 0



同理可证：b > 0, c > 0

三、小结：

四、练习：

1、利用反证法证明：若已知 a，b，m都是正数，并且 ba  ，则 .
b
a

mb
ma





2、设 0 < a, b, c < 2，求证：(2 ? a)c, (2 ? b)a, (2 ? c)b,不可能同时大于 1

3、若 x, y > 0，且 x + y >2，则
x
y1
和

y
x1
中至少有一个小于 2。

提示：反设
x
y1
≥2，

y
x1
≥2 ∵x, y > 0，可得 x + y ≤2 与 x + y >2 矛盾。

五、作业：

选修 4_5 不等式选讲
课 题： 第 10 课时 不等式的证明方法之四：放缩法与贝努利不等式

目的要求：

重点难点：

教学过程：

一、引入：

所谓放缩法，即是把要证的不等式一边适当地放大（或缩小），使之得出明显的不等量关系后，

再应用不等量大、小的传递性，从而使不等式得到证明的方法。这种方法是证明不等式中的常用方

法，尤其在今后学习高等数学时用处更为广泛。

下面我们通过一些简单例证体会这种方法的基本思想。

二、典型例题：

例 1、若 n是自然数，求证 .21
3
1

2
1

1
1

2222 
n



证明： .,,4,3,2,1
1

1
)1(

11
2 nk

kkkkk
 







= )1
1

1()
3
1

2
1()

2
1

1
1(

1
1

nn



 



= .212 
n

注意：实际上，我们在证明 21
3
1

2
1

1
1

2222 
n

 的过程中，已经得到一个更强的结论

nn
121

3
1

2
1

1
1

2222   ，这恰恰在一定程度上体现了放缩法的基本思想。

例 2、求证： .3
321
1

321
1

21
1

1
11 










n


证明：由 ,
2
1

2221
1

321
1

1



 kk 

（ k是大于 2的自然数）

得
n











321
1

321
1

21
1

1
11

例 3、若 a, b, c, d?R+
，求证： 21 













cad
d

bdc
c

acb
b

dba
a

证：记 m =
cad

d
bdc

c
acb

b
dba

a











∵a, b, c, d?R+

∴ 1












cbad

d
badc

c
acba

b
dcba

am

∴1 < m < 2 即原式成立。

例 4、当 n > 2 时，求证： 1)1(log)1(log  nn nn

证：∵n > 2 ∴ 0)1(log,0)1(log  nn nn

∴

222

2
)1(log

2
)1(log)1(log

)1(log)1(log 






 





 


nnn
nn nnn

nn

∴n > 2 时, 1)1(log)1(log  nn nn

三、小结：

四、练习：

1、设 n为大于 1的自然数，求证 .
2
1

2
1

3
1

2
1

1
1








 nnnn



2、设 n为自然数，求证 .
!
1)122()52)(32)(12(
nn

n
nnn




 

选修 4_5 不等式选讲



课 题： 第 11 课时 几个着名的不等式之一：柯西不等式

目的要求：

重点难点：

教学过程：

一、引入：

除了前面已经介绍的贝努利不等式外，本节还将讨论柯西不等式、排序不等式、平均不等式等

着名不等式。这些不等式不仅形式优美、应用广泛，而且也是进一步学习数学的重要工具。

1、什么是柯西不等式：

定理 1：（柯西不等式的代数形式）设 dcba ,,, 均为实数，则

22222 )())(( bdacdcba  ，

其中等号当且仅当 bcad  时成立。

证明：

几何意义：设 ， 为平面上以原点 O为起点的两个非零向量，它们的终点分别为 A（ ba, ），

B（ dc, ），那么它们的数量积为 bdac   ，

而 22|| ba  ， 22|| dc  ，

所以柯西不等式的几何意义就是： ||||||   ，

其中等号当且仅当两个向量方向相同或相反（即两个向量共线）时成立。

2、定理 2：（柯西不等式的向量形式）设 ，  为平面上的两个向量，则 ||||||   ，

其中等号当且仅当两个向量方向相同或相反（即两个向量共线）时成立。

3、定理 3：（三角形不等式）设 332211 ,,,,, yxyxyx 为任意实数，则：

分析：

思考：三角形不等式中等号成立的条件是什么？

4、定理 4：（柯西不等式的推广形式）：设 n为大于 1的自然数， ii ba , （ i 1，2，…， n）

为任意实数，则： 2

11

2

1

2 )(



n

i
ii

n

i
i

n

i
i baba ，其中等号当且仅当

n

n

a
b

a
b

a
b

 
2

2

1

1 时成立（当 0ia 时，

约定 0ib ， i 1，2，…， n）。



证明：构造二次函数： 22
22

2
11 )()()()( nn bxabxabxaxf  

即构造了一个二次函数： 



n

i
i

n

i
ii

n

i
i bxbaxaxf

1

2

1

2

1

2 )(2)()(

由于对任意实数 x， 0)( xf 恒成立，则其 0 ，

即： 0))((4)(4
1

2

1

22

1
 



n

i
i

n

i
i

n

i
ii baba ，

即： ))(()(
1

2

1

22

1




n

i
i

n

i
i

n

i
ii baba ，

等号当且仅当 02211  nn bxabxabxa  ，

即等号当且仅当
n

n

a
b

a
b

a
b

 
2

2

1

1 时成立（当 0ia 时，约定 0ib ， i 1，2，…， n）。

如果 ia （ ni 1 ）全为 0，结论显然成立。

柯西不等式有两个很好的变式：

变式 1 设 ),,,2,1(0, nibiRai 

 

 i

i
n

i i

i

b
a

b
a 2

1

2 )(
，等号成立当且仅当

变式 2 设 ai，bi同号且不为 0（i=1，2，…，n），则：

 

 ii

i
n

i i

i

ba
a

b
a 2

1

)(
，等号成立当且仅当

nbbb  21 。

二、典型例题：

例 1、已知 122  ba ， 122  yx ，求证： 1||  byax 。

例 2、设 Rdcba ,,, ，求证： 222222 )()( dbcadcba  。

例 3、设  ,, 为平面上的向量，则 ||||||   。

例 4、已知 cba ,, 均为正数，且 1 cba ，求证： 9111


cba
。

方法 1：

方法 2：（应用柯西不等式）

例 5：已知 1a ， 2a ，…， na 为实数，求证： 2

11

2 )(1 



n

i
i

n

i
i a

n
a 。

分析：



推论：在 n个实数 1a ， 2a ，…， na 的和为定值为 S时，它们的平方和不小于 21 S
n

，当且仅当

naaa  21 时，平方和取最小值 21 S
n

。

三、小结：

四、练习：

1、设 x1，x2，…，xn >0, 则
11

1

1 





 

 n

x

x
x

n

i
in

i i

i

2、设  Rxi （i=1，2，…，n）且 1
11






n

i i

i

x
x

求证: 



nji

ji

n

i
i xxx

11
2 ．

3、设 a为实常数,试求函数 )cos(sin)( xaxxf  (x∈R)的最大值．

4、求函数 xbxaxf cossin)(  在 )
2
,0( 

上的最大值,其中 a，b为正常数．

五、作业：

1、已知： 122  ba ， 222  nm ,证明： 22  bnam 。



．

选修 4_5 不等式选讲
课 题： 第 13 课时 几个着名的不等式之三：平均不等式

目的要求：

重点难点：

教学过程：

一、引入：

1、定理 1：如果 Rba , ，那么 abba 222  （当且仅当 ba  时取“=”）

证明： 222 )(2 baabba 

1．指出定理适用范围： Rba ,

强调取“=”的条件 ba  。

2、定理 2：如果 ba, 是正数，那么 abba



2

（当且仅当 ba  时取“=”）

证明：∵ abba 2)()( 22  ∴ abba 2

即： abba



2

当且仅当 ba  时 abba



2

注意：1．这个定理适用的范围：  Ra ；

2．语言表述：两个正数的算术平均数不小于它们的几何平均数。

3、定理 3：如果  Rcba ,, ，那么 abccba 3333  （当且仅当 cba  时取“=”）

证明：∵ abcabbacbaabccba 333)(3 2233333 

∵  Rcba ,, ∴上式≥0 从而 abccba 3333 

指出：这里  Rcba ,, ∵ 0 cba 就不能保证。

推论：如果  Rcba ,, ，那么 3

3
abccba




。（当且仅当 cba  时取“=”）

证明： 333333333 3)()()( cbacba 

4、算术—几何平均不等式：



①．如果   NnnRaaa n 且1,,,, 21  则：
n

aaa n 21 叫做这 n个正数的算术平均数，

n
naaa 21 叫做这 n个正数的几何平均数；

②．基本不等式：
n

aaa n 21 ≥ n
naaa 21 （ niRaNn i   1,,* ）

这个结论最终可用数学归纳法，二项式定理证明（这里从略）

语言表述：n个正数的算术平均数不小于它们的几何平均数。

③． abba



2

的几何解释：

以 ba  为直径作圆，在直径 AB 上取一点 C，过 C作弦 DD’?AB 则 abCBCACD 2 ，

从而 abCD  ，而半径 abCDba



2

。

二、典型例题：

例 1、已知 cba ,, 为两两不相等的实数，求证： cabcabcba  222 。

证：∵ abba 222  2 2 2b c bc  caac 222 

以上三式相加： cabcabcba 222)(2 222 

∴ cabcabcba  222

例 2、设 cba ,, 为正数，求证： abccbcacabbaab 16))(1( 2  。

例 3、设 1a ， 2a ， 3a ，…， na 为正数，证明：

n

n

aaa

n
n

aaa
111

21

21









。

例 4、若  Ryx, ，设
2

),(
22 yxyxQ 


2

),( yxyxA 
 xyyxG ),(

yx

yxH




1
2),( 求证： ),(),(),(),( yxHyxGyxAyxQ 

加权平均；算术平均；几何平均；调和平均

证：∵
244

2)
2

(
2222222

2 yxyxyxxyyxyx 










∴
22

22 yxyx 



即： ),(),( yxAyxQ  （俗称幂平均不等式）



由平均不等式 ),(),( yxGyxA 

),(
2
22),( yxGxy
xy
xy

yx
xyyxH 


 即： ),(),( yxHyxG 

综上所述： ),(),(),(),( yxHyxGyxAyxQ 

三、小结：

四、练习：

五、作业：

1、若  Rbaba ,,1 求证
2
25)1()1( 22 

b
b

a
a

证：由幂平均不等式：
2

)11(
)1()1(

2

22 b
b

a
a

b
b

a
a






选修 4_5 不等式选讲
课 题： 第 15 课时 利用柯西不等式求最大（小）值

目的要求：

重点难点：

教学过程：

一、引入：

1、柯西不等式： 2

11

2

1

2 )(



n

i
ii

n

i
i

n

i
i baba 。

二、典型例题：

例 1、把一条长是 m的绳子截成三段，各围成一个正方形。怎样截法才能使这三个正方形的面

积和最小？

例 2、如图，等腰直角三角形 AOB 的直角边为 1，在这个三角形内任意取一点 P，过 P分别引

三边的平行线，与各边围成以 P点为顶点的三个三角形（图中阴影部分），求这三个三角形面积和

的最小值，以及取到最小值时点 P的位置。

分析：

三、小结：

四、练习：

五、作业：



选修 4_5 不等式选讲
课 题： 第 16 课时 数学归纳法与不等式

目的要求：

重点难点：

教学过程：

一、引入：

数学归纳法是一个递推的数学论证方法，论证的第一步是证明命题在 n＝1(或 n 0)时成立，这

是递推的基础；第二步是假设在 n＝k时命题成立，再证明 n＝k＋1时命题也成立，这是递推的依

据。实际上它使命题的正确性突破了有限，达到无限。证明时，关键是 k＋1步的推证，要有目标

意识。

二、典型例题：

例 1、证明： 23333 )321(321 nn   。

例 2、设 1x ， *Nn ，证明贝努利不等式： nxx n  1)1( 。

例 3、设 ba, 为正数， *Nn ，证明： n
nn baba )

2
(

2





。

例 4、设数列{a n }的前 n项和为 S n，若对于所有的自然数 n，都有 S n＝
2

)( 1 naan  ，证明{a n }

是等差数列。 （94 年全国文）

例 5、已知数列 8 1
1 32 2

·

·
，得，…， 8

2 1 2 12 2

·

·

n
n n( ) ( ) 

，…。S n为其前 n项和，求 S 1、S 2、S 3、

S 4，推测 S n公式，并用数学归纳法证明。 （93 年全国理）

解：计算得 S 1＝
8
9
，S 2＝

24
25
，S 3＝

48
49

，S 4＝
80
81

， 猜测 S n＝
( )
( )
2 1 1
2 1

2

2

n
n
 


(n∈N)

【注】 从试验、观察出发，用不完全归纳法作出归纳猜想，再用数学归纳法进行严格证明，

这是探索性问题的证法，数列中经常用到。 （试值 → 猜想 → 证明）

【另解】 用裂项相消法求和

例 6、设 a n＝ 1 2× ＋ 2 3× ＋…＋ n n( )1 (n∈N),证明： 1
2
n(n＋1)<a n <

1
2
(n＋1) 2 。

三、小结：

四、练习：



五、作业：

1、设 f(log a x)＝
a x
x a
( )
( )

2

2

1
1




, ①.求 f(x)的定义域； ②.在 y＝f(x)的图像上是否存在两个不

同点，使经过这两点的直线与 x轴平行？证明你的结论。 ③.求证：f(n)>n (n>1 且 n∈N)。

2、已知数列{a n }满足 a 1＝1，a n＝a n1cosx＋cos[(n－1)x]， (x≠kπ，n≥2且 n∈N)。①．求

a 2和 a 3； ②.猜测 a n，并用数学归纳法证明你的猜测。

3、用数学归纳法证明等式：cos x
2
·cos x

22
·cos x

23
·…·cos x

n2
＝ sin

sin

x
xn
n2
2

·

(81 年全国高考)

4、用数学归纳法证明：6 2 1n ＋1 (n∈N)能被 7整除。


